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Plan du cours

@ Introduction aux GLM

@ Analyse du modéle de régression logistique

© Sélection-Validation de modéle

@ Quelques modéles logistiques polytomiques

© Schéma d'échantillonnage rétrospectif

O Grande dimension : régression logistique pénalisée

@ Introduction au scoring
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Introduction aux GLM
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© Modele statistique
@ Modéle de densité
@ Modéle de régression
@ Rappels sur le modéle de régression linéaire

© Introduction au modéle de régression logistique
o Exemples
@ Régression logistique simple

© Le modeéle linéaire généralise
@ Introduction
o Définitions
@ Modéle de Poisson
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Qu'est-ce qu'un modéle?
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Modéle

Qu'est-ce qu'un modéle?

Mathématiquement, un modéle est un triplet (H,.A,{P, P € P}) avec

@ 7 est |'espace des observations (I'ensemble de tous les résultats
possibles de I'expérience) ;

o A est une tribu sur H;

@ P est une famille de probabilités définie sur (#,.A).
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Qu'est-ce qu'un modéle?

Mathématiquement, un modéle est un triplet (H,.A,{P, P € P}) avec

@ 7 est |'espace des observations (I'ensemble de tous les résultats
possibles de I'expérience) ;

o A est une tribu sur #;
@ P est une famille de probabilités définie sur (#,.A).

A quoi sert un modéle ?

Expliquer, décrire les mécanismes du phénoméne considéré.
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Modéle

Qu'est-ce qu'un modéle?

Mathématiquement, un modéle est un triplet (H,.A,{P, P € P}) avec

@ 7 est |'espace des observations (I'ensemble de tous les résultats
possibles de I'expérience) ;

o A est une tribu sur #;
@ P est une famille de probabilités définie sur (#,.A).

A quoi sert un modéle ?

Expliquer, décrire les mécanismes du phénoméne considéré.

@ Question : quel est le lien entre la définition mathématique et |'utilité
du phénoméne?
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© Modele statistique
@ Modéle de densité
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Exemple 1

@ On souhaite tester |'efficacité d'un nouveau traitement a l'aide d'un
essai clinique.

@ On traite n = 100 patients atteints de la pathologie.

@ A l'issue de I'étude, 72 patients sont guéris.
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Exemple 1

@ On souhaite tester |'efficacité d'un nouveau traitement a l'aide d'un
essai clinique.

On traite n = 100 patients atteints de la pathologie.

A l'issue de I'étude, 72 patients sont guéris.

Soit pp la probabilité de guérison suite au traitement en question.

On est tentés de conclure pg =~ 0.72.

Un tel résultat n'a cependant guére d'intéret si on n'est pas capable de
préciser |'erreur susceptible d'étre commise par cette estimation.
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Exemple 2

@ On s'intéresse au nombre de mails recus par jour par un utilisateur
pendant 36 journées.

e x =522 52=572.

Diagramme en batons Histogramme
o [
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Exemple 2

@ On s'intéresse au nombre de mails recus par jour par un utilisateur
pendant 36 journées.

e x =522 52=572.

Diagramme en batons Histogramme
g = g =
Quelle est la probabilité de recevoir plus de 5 mails dans une journée ? ]

L. Rouviére (Université Rennes 2) 9 / 353



@ Durée de trajet domicile-travail.
@ On dispose de n = 100 mesures : X = 25.1, S? = 14.46.

Histogramme
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@ Durée de trajet domicile-travail.
@ On dispose de n = 100 mesures : X = 25.1, S? = 14.46.

Histogramme

0.08
|

0.06
|

Density
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L
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trajet

J'ai une réunion a 8h30, quelle est la probabilité que j'arrive en retard si je
pars de chez moi a 7h557 J
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Probléme

o Nécessité de se dégager des observations x, . .., x, pour répondre a
de telles questions.

@ Si on mesure la durée du trajet pendant 100 nouveaux jours, on peut
en effet penser que les nouvelles observations ne seront pas
exactement les mémes que les anciennes.
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@ Si on mesure la durée du trajet pendant 100 nouveaux jours, on peut
en effet penser que les nouvelles observations ne seront pas
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Considérer que les n valeurs observées xi, ..., x, sont des réalisations de
variables aléatoires Xi,..., X,.
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Probléme

o Nécessité de se dégager des observations x, . .., x, pour répondre a
de telles questions.

@ Si on mesure la durée du trajet pendant 100 nouveaux jours, on peut
en effet penser que les nouvelles observations ne seront pas
exactement les mémes que les anciennes.

ldée
Considérer que les n valeurs observées xi, ..., x, sont des réalisations de
variables aléatoires Xi,..., X,.

Attention
X; est une variable aléatoire et x; est une réalisation de cette variable,
c'est-a-dire un nombre !
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Variables aléatoires

Une variable aléatoire réelle est une application

X (2,A4) = (R,B(R))

telle que

VB € B(R), X }(B) € A.
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Variables aléatoires

Une variable aléatoire réelle est une application

X (2,A4) = (R,B(R))

telle que

VB € B(R), X }(B) € A.

@ Lors de la modélisation statistique, |'espace € n'est généralement
jamais caractérisé.

@ Il contient tous les "phénoménes" pouvant expliquer les sources d'aléa

L. Rouviére (Université Rennes 2) 12 / 353



Variables aléatoires

Une variable aléatoire réelle est une application

X (2,A4) = (R,B(R))

telle que

VB € B(R), X }(B) € A.

@ Lors de la modélisation statistique, |'espace € n'est généralement
jamais caractérisé.

@ Il contient tous les "phénoménes" pouvant expliquer les sources d'aléa
(qui ne sont pas explicables...).

o En pratique, |'espace d'arrivée est généralement suffisant.
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Loi de probabilité

Loi de probabilité

Etant donnée P une probabilité sur (€2, A) et X une variable aléatoire réelle
définie sur Q, on appelle loi de probabilité de X la mesure Px définie par

Px(B) =P(X'(B))=P(X € B)=P({w e Q: X(w) € B}) VB c B(R).
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Loi de probabilité

Loi de probabilité

Etant donnée P une probabilité sur (€2, A) et X une variable aléatoire réelle
définie sur Q, on appelle loi de probabilité de X la mesure Px définie par

Px(B) =P(X'(B))=P(X € B)=P({w e Q: X(w) € B}) VB c B(R).

Une loi de probabilité est caractérisée par
@ sa fonction de répartition : Fx(x) = P(X < x).
o sa densité : f, : R — R telle que VB € B(R)

PX(B):/BfX(X)dx.

L. Rouviére (Université Rennes 2) 13 / 353



Un modéle pour I'exemple 1

@ On note x; = 1 si le i€ patient a guéri, 0 sinon.

@ On peut supposer que x; est la réalisation d'une variable aléatoire X;
de loi de bernoulli de paramétre pg.
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Un modéle pour I'exemple 1

@ On note x; = 1 si le i€ patient a guéri, 0 sinon.

@ On peut supposer que x; est la réalisation d'une variable aléatoire X;
de loi de bernoulli de paramétre pg.

@ Si les individus sont choisis de maniére indépendante et ont tous la
méme probabilité de guérir (ce qui peut revenir a dire qu'ils en sont au
méme stade de la pathologie), il est alors raisonnable de supposer que
les variables aléatoires Xi, ..., X, sont indépendantes et de méme loi

(i.i.d.).
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Un modéle pour I'exemple 1

@ On note x; = 1 si le i€ patient a guéri, 0 sinon.

@ On peut supposer que x; est la réalisation d'une variable aléatoire X;
de loi de bernoulli de paramétre pg.

@ Si les individus sont choisis de maniére indépendante et ont tous la
méme probabilité de guérir (ce qui peut revenir a dire qu'ils en sont au
méme stade de la pathologie), il est alors raisonnable de supposer que
les variables aléatoires Xi, ..., X, sont indépendantes et de méme loi

(i.i.d.).

On dit que Xi, ..., X, est un n-échantillon de variables aléatoires
indépendantes de méme loi B(pp).
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Définitions

On appelle modeéle statistique tout triplet (#,.4, P) ou

@ 7 est |'espace des observations (I'ensemble de tous les résultats
possibles de |'expérience) ;

o A est une tribu sur H ;
@ P est une famille de probabilités définie sur (H,.A).
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On appelle modeéle statistique tout triplet (#,.4, P) ou

@ 7 est |'espace des observations (I'ensemble de tous les résultats
possibles de |'expérience) ;

o A est une tribu sur H ;
@ P est une famille de probabilités définie sur (H,.A).

Le probléme du statisticien
@ n variables aléatoires i.i.d. Xi,..., X, de loi P.

@ Trouver une famille de lois P susceptible de contenir P.

@ Trouver dans P une loi qui soit la plus proche de P
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| L # | A P |
Exemple 1 || {0,1} | P({0,1}) {B(p),p €[0,1]}
Exemple 2 N P(N) {P(\), ) > 0}
Exemple 3 R B(R) {N(i,0?),n € R,0 € RT}
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Paramétrique versus non paramétrique

o SiP={Py,0c O} ou®c R alors on parle de modéle paramétrique
et © est |'espace des paramétres.
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Paramétrique versus non paramétrique

Définition

o SiP={Py,0c O} ou®c R alors on parle de modéle paramétrique
et © est |'espace des paramétres.

e SiP={P,P € F} ou F est de dimension infinie, on parle de modéle
non paramétrique.
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Paramétrique versus non paramétrique

Définition

o SiP={Py,0c O} ou®c R alors on parle de modéle paramétrique
et © est |'espace des paramétres.

e SiP={P,P € F} ou F est de dimension infinie, on parle de modéle
non paramétrique.

Exemple : modéle de densité

o P ={N(u,0c?),(u,0%) € R x RT} est un modéle paramétrique.

@ P = {densités f 2 fois dérivables} est un modéle non paramétrique.
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Paramétrique versus non paramétrique

Définition

o SiP={Py,0c O} ou®c R alors on parle de modéle paramétrique
et © est |'espace des paramétres.

e SiP={P,P € F} ou F est de dimension infinie, on parle de modéle
non paramétrique.

Exemple : modéle de densité

o P ={N(u,0c?),(u,0%) € R x RT} est un modéle paramétrique.

@ P = {densités f 2 fois dérivables} est un modéle non paramétrique.

Le probléme sera d'estimer (i, 02) ou f a partir de I'échantillon X1, ..., X,.
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© Modele statistique

@ Modéle de régression
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Modele de régression

@ On cherche a expliquer une variable Y par p variables explicatives
Xi,...,Xp. On dispose d'un n échantillon i.i.d. (X;, Y;),i=1,...,n.

Modele linéaire (paramétrique)

@ On pose
Y =Bo+BiXi+...+ BpXp+e oit e~ N(0,0%).

o Le probléme est d'estimer 3 = (fo, ..., Bp) € RPT! a l'aide de
(X1, Y1), -+, (Xn, Ya)-
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Modele de régression

@ On cherche a expliquer une variable Y par p variables explicatives
Xi,...,Xp. On dispose d'un n échantillon i.i.d. (X;, Y;),i=1,...,n.

Modele linéaire (paramétrique)

@ On pose

Y =80+BX1+...+BpXp+e ot e~N(0,07).

o Le probléme est d'estimer 3 = (fo, ..., Bp) € RPT! a l'aide de
(X1, Y1), -+, (Xn, Ya)-

Un modéle non paramétrique

@ On pose

Y =m(Xy,...,X,) +¢

ol m: RP — R est une fonction continue.
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Modele de régression

@ On cherche a expliquer une variable Y par p variables explicatives
Xi,...,Xp. On dispose d'un n échantillon i.i.d. (X;, Y;),i=1,...,n.

Modele linéaire (paramétrique)

@ On pose

Y =80+BX1+...+BpXp+e ot e~N(0,07).

o Le probléme est d'estimer 3 = (fo, ..., Bp) € RPT! a l'aide de
(X1, Y1), -+, (Xn, Ya)-

Un modéle non paramétrique

@ On pose

Y =m(Xy,...,X,) +¢

ol m: RP — R est une fonction continue.
@ Le probléme est d'estimer m a I'aide de (X1, Y1), ..., (Xn, Ya)-
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2 types d'erreur

@ Poser un modéle revient a choisir une famille de loi candidates pour
reconstruire la loi des données P.
P
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2 types d'erreur

@ Poser un modéle revient a choisir une famille de loi candidates pour
reconstruire la loi des données P.
P

On distingue deux types d'erreurs :
@ Erreur d'estimation : erreur commise par le choix d'une loi dans P par
rapport au meilleur choix.
@ Erreur d'approximation : erreur commise par le choix de P.
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La modélisation

© On récolte n observations (n valeurs) xi, ..., x, qui sont le résultats
de n expériences aléatoires indépendantes.
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La modélisation

© On récolte n observations (n valeurs) xi, ..., x, qui sont le résultats
de n expériences aléatoires indépendantes.

@ Modélisation : on suppose que les n valeurs sont des réalisations de n
variables aléatoires indépendantes X, ..., X, et de méme loi Py,.
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La modélisation

© On récolte n observations (n valeurs) xi, ..., x, qui sont le résultats
de n expériences aléatoires indépendantes.

@ Modélisation : on suppose que les n valeurs sont des réalisations de n
variables aléatoires indépendantes X, ..., X, et de méme loi Py,.

© Estimation : chercher dans le modéle une loi P4 qui soit le plus
proche possible de Py, = chercher un estimateur 0 de 6.
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La modélisation

© On récolte n observations (n valeurs) xi, ..., x, qui sont le résultats
de n expériences aléatoires indépendantes.

@ Modélisation : on suppose que les n valeurs sont des réalisations de n
variables aléatoires indépendantes X, ..., X, et de méme loi Py,.

© Estimation : chercher dans le modéle une loi P4 qui soit le plus
proche possible de Py, = chercher un estimateur 0 de 6.

©Q "Validation” de modéle : on revient en arriére et on tente de vérifier
si I'hypothése de I'étape 2 est raisonnable (test d'adéquation, etc...)
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© Modele statistique

@ Rappels sur le modéle de régression linéaire
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Le probléeme de régression

@ On cherche a expliquer une variable Y par p variables Xy, ..., X,.
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Le probléeme de régression

@ On cherche a expliquer une variable Y par p variables Xy, ..., X,.

o |l s’agit de trouver une fonction m: RP — R telle que
Y =~ m(Xq,...,Xp).
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Le probléeme de régression

@ On cherche a expliquer une variable Y par p variables X1, .

o |l s’agit de trouver une fonction m: RP — R telle que
Y =~ m(Xq,...,Xp).

) Xp.

e Sauf cas (trés) particulier, le lien n’est jamais "parfait"

Y:m(xl,...7Xp)+€.
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Le probléeme de régression

@ On cherche a expliquer une variable Y par p variables Xy, ..., X,.

o |l s’agit de trouver une fonction m: RP — R telle que
Y =~ m(Xq,...,Xp).
e Sauf cas (trés) particulier, le lien n’est jamais "parfait"

Y:m(xl,...7Xp)+€.

Modele de régression

@ Poser un modéle de régression revient a supposer que la fonction m
appartient a un certain espace M.

@ Le probléme du statisticien sera alors de trouver la "meilleure" fonction
dans M a l'aide d'un n-échantillon i.i.d. (X1, Y1),...,(Xn, Yn).
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Exemple de modéles

Modéle non paramétrique

@ L'espace M est de dimension infinie.

o Exemple : On pose Y = m(Xy,...,Xp) + ¢ ot m appartient a
I'espace des fonctions continues.
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Exemple de modéles

Modéle non paramétrique

@ L'espace M est de dimension infinie.

o Exemple : On pose Y = m(Xy,...,Xp) + ¢ ot m appartient a
I'espace des fonctions continues.

Modéle paramétrique
@ L'espace M est de dimension finie.

e Exemple : on suppose que la fonction m est linéaire
Y =00+ 81X+ ...+ BpX, +e.

Le probléme est alors d'estimer 8 = (fo, f1, - . -, 3p) a 'aide de
(X1, Y1)5 -+, (X, Ya).

@ C'est le modéle de régression linéaire.
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Exemple

@ On cherche a expliquer ou a prédire la concentration en ozone.

@ On dispose de n = 112 observations de la concentration en ozone ainsi
que de 12 autres variables susceptibles d'expliquer cette
concentration :

Température relevée a différents moments de la journée.
Indice de nébulosité relevé a differents moments de la journée.
Direction du vent.

Pluie.
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Exemple

@ On cherche a expliquer ou a prédire la concentration en ozone.

@ On dispose de n = 112 observations de la concentration en ozone ainsi
que de 12 autres variables susceptibles d'expliquer cette
concentration :

Température relevée a différents moments de la journée.
Indice de nébulosité relevé a differents moments de la journée.
Direction du vent.

Pluie.

Comment expliquer (modéliser) la concentration en ozone a I'aide de
toutes ces variables ?
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Ozone en fonction de la température a 12h 7

MaxO3 || 87 | 82 | 92 | 114 | 94 | 80 | ...
T12 | 185|184 |17.6 [ 19.7 | 205] 19.8 | ...
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Ozone en fonction de la température a 12h 7

MaxO3 | 87 | 82 | 92 | 114 | 94 | 80 | ...
T12 || 185184 |17.6 |19.7 | 205 | 19.8 | ...

max03
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Ozone en fonction de la température a 12h 7

MaxO3 || 87 | 82 | 92 | 114 | 94 | 80 | ...
T12 | 185|184 |17.6 | 19.7 | 205] 19.8 | ...

max03

80 100 120 M0 160

60
|

X0
|

Comment ajuster le nuage de points? J
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Ozone en fonction du vent?

MaxO3 || 87 | 82 [ 92| 114 | 94 | 80 |...
Vent H Nord ‘ Nord ‘ Est ‘ Nord ‘ Ouest ‘ Ouest ‘
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Ozone en fonction du vent?

MaxO3 || 87 | 82 | 92| 114 | 94 | 80 |...
Vent H Nord \ Nord \ Est \ Nord \ Ouest \ Ouest \

max03
] 60 80 100 120 140 160
| |
il H:
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Ozone en fonction du vent?

MaxO3 || 87 | 82 |92 | 114 | 94 | 80 |...
Vent H Nord ‘ Nord ‘ Est ‘ Nord ‘ Ouest ‘ Ouest ‘

max03
] 60 80 100 120 40 180
|
il H:

Max03 ~ a1lvent=est + - - - + @alvent=sud-

aj =777
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Ozone en fonction de la température & 12h et du vent?

1s 20 25 30
Suest Sua
- - 1s0
- I 100
°  asg Fog el
. w7 .
4 == = L so

Est Nord

max03
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Ozone en fonction de la température & 12h et du vent?

1s 20 25 20
Suest Sua
— - 1s0
- I 100
o aog Bogel
S
B o - - L oo
3
2 Est Nord
£
s0 o L
oo | - .- - L
e o0
50 | =
s 20 25 s0
T1z2

Bo1 + P11 T12  si vent=est
max03 = : :
Boa + P14 T12 si vent=ouest
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Autre modélisation

o Généralisation

max03 =~ By + 1V + ... + B12Vi2
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Autre modélisation

o Généralisation

max03 =~ By + 1V + ... + B12Vi2

o Comment calculer (ou plutét estimer) les paramétres 3; 7

@ Le modéle avec les 12 variables est-il "meilleur" que des modéles avec
moins de variables ?

o Comment trouver le "meilleur" sous-groupe de variables ?
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@ Y :variable (aléatoire) a expliquer a valeurs dans R.
@ Xi,...,Xp : p variables explicatives a valeurs dans R.

@ n observations (xi, Y1),...,(Xn, Yn) avec x; = (X1, . . ., Xip).
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@ Y :variable (aléatoire) a expliquer a valeurs dans R.
@ Xi,...,Xp : p variables explicatives a valeurs dans R.

@ n observations (xi, Y1),...,(Xn, Yn) avec x; = (X1, . . ., Xip).

Le modéle de régression linéaire multiple

Le modéle s'écrit :
Yi = Bo+ Bixii + ... + BpXip + €i

ol les erreurs aléatoires ¢; sont i.i.d. de loi N(0, 0?).
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Ecriture matricielle

@ On note
Yl 1 X11 .-+ Xip ﬁo €1
Y = , X= , B= , &€=
Y, 1 X1 o0 Xpp Bp €n
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Ecriture matricielle

@ On note

Ecriture matricielle

Le modéle se réécrit
Y=X8+¢

ot & ~ N(0,21p).
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Estimateurs des moindres carrés

On appelle estimateur des moindres carrés 3 de 3 la statistique
suivante :

N

n
B = argmin Z(Y, — Bo — Bixi1 — - - - BpXip)? = argmin | Y — X2
BOv--a,Bp i=1 5€Rp+1

@ On note F(X) le s.e.v. de R" de dimension p + 1 engendré par les
p + 1 colonnes de X.

@ Chercher I'estimateur des moindres carrés revient a minimiser la
distance entre Y € R" et F(X).
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Représentation géométrique

F(X)
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Expression de |'estimateur des moindres carrés

o On déduit que X3 est le projeté orthogonal de Y sur F(X) :

L. Rouviére (Université Rennes 2) 34 / 353



Expression de |'estimateur des moindres carrés

o On déduit que X3 est le projeté orthogonal de Y sur F(X) :

XA = Prex)(Y) = X(X'X)'X'Y.

L. Rouviére (Université Rennes 2) 34 / 353



Expression de |'estimateur des moindres carrés

o On déduit que X3 est le projeté orthogonal de Y sur F(X) :

XA = Prex)(Y) = X(X'X)'X'Y.

Théoréme

Si la matrice X est de plein rang, I'estimateur des MC est donné par :

B = (X'X)"IX'Y.
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© [ est un estimateur sans biais de 3.

@ La matrice de variance-covariance de 3 est donnée par
V() = 02(X'X)".

© 5 est VUMSB.
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Loi des estimateurs

@ Soit £ = Y — Y le vecteur des résidus et o2 |'estimateur de o2 défini
par
A2
= _ el
g —_— .
n—(p+1)
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Loi des estimateurs

@ Soit £ = Y — Y le vecteur des résidus et o2 |'estimateur de o2 défini
par
A2
= _ el
g —_— .
n—(p+1)

@ [ est un vecteur gaussien d'espérance 3 et de matrice de
variance-covariance o?(X'X) L.
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Loi des estimateurs

@ Soit £ = Y — Y le vecteur des résidus et o2 |'estimateur de o2 défini

par
o) 1>

2
T T he(pr1)

@ [ est un vecteur gaussien d'espérance 3 et de matrice de
variance-covariance o?(X'X) L.

Q@ (n—(p+ 1))572 ~ Xi_(,,_,_l)-

© [ et o2 sont indépendantes.

L. Rouviére (Université Rennes 2) 36 / 353



Intervalles de confiance et tests

Corollaire

On note 07 = ?[X’X]ﬂl pour j=0,...,p.Ona

J
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Intervalles de confiance et tests

Corollaire

On note 07 = ?[X’X]ﬂl pour j=0,...,p.Ona

J

On déduit de ce corollaire :
@ des intervalles de confiance de niveau 1 — o pour f;.

@ des procédures de test pour des hypothéses du genre Hy : 3; =0
contre Hy : 3; # 0.
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Prévision

@ On dispose d'une nouvelle observation xp+1 = (Xn41,1,-- ., Xnt1,p) €t
on souhaite prédire la valeur y,,1 = x;_ /3 associée a cette nouvelle
observation.
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Prévision

@ On dispose d'une nouvelle observation xp41 = (X1, Ly s Xnt1,p) €t
on souhaite prédire la valeur y,,1 = x;_ /3 associée a cette nouvelle
observation.

@ Un estimateur (naturel) de yp+1 est Jpi1 = x,’,+1ﬁA.

@ Un intervalle de confiance de niveau 1 — « pour y,1 est donné par

It + t—(o)(@/2)8 /X1 (XX)Lxpn +1
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Exemple de I'ozone

@ On considére le modéle de régression multiple :

MaxO3 = 8o + 81 T12 + B2 T1s + B3N12 + B4 V12 + BsMaxO3v + €.

> reg.multi <- Im(max03~T12+T15+Nel12+Vx12+max03v,data=donnees)
> summary(reg.multi)

Call:
Im(formula = max03 ~ T12 + T15 + Nel2 + Vx12 + max03v, data = donnees)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-54.216 -9.446 -0.896 8.007 41.186

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>Itl)

(Intercept) 3.04498 13.01591 0.234 0.8155

T12 2.47747 1.09257 2.268 0.0254 *
T15 0.63177 0.96382 0.655 0.5136
Nel2 -1.83560 0.89439 -2.052 0.0426 *
Vx12 1.33295 0.58168 2.292  0.0239 *
max03v 0.34215 0.05989 5.713 1.03e-07 *xx*

Signif. codes: 0 ‘*xx> 0.001 ‘#*’> 0.01 ‘*> 0.05 “.” 0.1 ¢ > 1

Residual standard error: 14.58 on 106 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.7444,Adjusted R-squared: 0.7324
F-statistic: 61.75 on 5 and 106 DF, p-value: < 2.2e-16
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"Validation" du modéle

@ Ajuster un modéle, trouver des estimateurs est un probléme
relativement "simple".

o Le travail difficile est de trouver un bon modéle, ou encore le meilleur
modéle
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"Validation" du modéle

@ Ajuster un modéle, trouver des estimateurs est un probléme
relativement "simple".

o Le travail difficile est de trouver un bon modéle, ou encore le meilleur
modéle (ce travail est difficile car la notion de meilleur modéle n'existe

pas).

@ Il est donc nécessaire de trouver des procédures automatiques de choix
de modéles (méthodes pas a pas utilisant un critére de type AIC, BIC,
régression lasso etc...)

@ Puis de vérifier que les hypothéses effectuées (normalité, linéarité) sont
raisonnables
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"Validation" du modéle

@ Ajuster un modéle, trouver des estimateurs est un probléme
relativement "simple".

o Le travail difficile est de trouver un bon modéle, ou encore le meilleur
modéle (ce travail est difficile car la notion de meilleur modéle n'existe

pas).

@ Il est donc nécessaire de trouver des procédures automatiques de choix
de modéles (méthodes pas a pas utilisant un critére de type AIC, BIC,
régression lasso etc...)

@ Puis de vérifier que les hypothéses effectuées (normalité, linéarité) sont
raisonnables (analyse des résidus, tests d'adéquation...).
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Une autre écriture du modéle linéaire

@ Le modéle linéaire

Yi=x/f+¢i, eiiddeloi N(0,0?)
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Une autre écriture du modéle linéaire

@ Le modéle linéaire

Yi=x/f+¢i, eiiddeloi N(0,0?)

@ peut se réécrire pour i =1,...,n

L(Y;) = N(xB,0%).
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Une autre écriture du modéle linéaire

@ Le modéle linéaire

Yi=x/f+¢i, eiiddeloi N(0,0?)

@ peut se réécrire pour i =1,...,n

L(Y;) = N(xB,0%).

Interprétation

Au point x; la loi de Y est une gaussienne N(x!8,0?).
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@ On peut alors calculer la (log)-vraisemblance du modéle

n n 1
L(yi,.. ymB) = 5 Iog(o2) —3 log(27) — ?HY — XB||2.
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@ On peut alors calculer la (log)-vraisemblance du modéle

Y - X512

n n 1
E(Yla s Y ﬁ) = 5 |0g(0’2) — 5 |og(27r) — ?|

@ Conclusion : |'estimateur du maximum de vraisemblance Sy
coincide avec |'estimateur des moindres carrés 3.
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@ On peut alors calculer la (log)-vraisemblance du modéle

n n 1
L(yi,.. ymB) = 5 Iog(o2) —3 log(27) — ?HY — XB||2.

@ Conclusion : |'estimateur du maximum de vraisemblance Sy
coincide avec |'estimateur des moindres carrés 3.

Remarque

@ Si les variable explicatives sont aléatoires, ce n'est plus la loi de Y; qui
est modélisée mais celle de Y; sachant X; = x;

L(YilX; = xi) = N (%], 0°).

@ Plus généralement, lorsque les variables explicatives sont supposées
aléatoires (économétrie), poser un modéle de régression revient a
"mettre" une famille de loi sur Y sachant X = x.
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© Introduction au modéle de régression logistique
o Exemples
@ Régression logistique simple
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Détection de clients a risque

@ Une chaine de magasin a mis en place une carte de crédit.
o Elle dispose d'un historique de 145 clients dont 40 ont connu des
défauts de paiement.

o Elle connait également d'autres caractéristiques de ces clients (sexe,
taux d'enttement, revenus mensuels, dépenses effectuées sur certaines
gammes de produit...)
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Détection de clients a risque

@ Une chaine de magasin a mis en place une carte de crédit.
o Elle dispose d'un historique de 145 clients dont 40 ont connu des
défauts de paiement.

o Elle connait également d'autres caractéristiques de ces clients (sexe,
taux d'enttement, revenus mensuels, dépenses effectuées sur certaines
gammes de produit...)

Comment prédire si un nouveau client connaitra des défauts de paiement?
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Iris de Fisher

@ On a mesuré sur 150 iris de 3 espéces différentes (Setosa, Versicolor,
Virginica) les quantités suivantes :
o Longueur et largeur des pétales
e Longueur et largeur des sépales
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Iris de Fisher

@ On a mesuré sur 150 iris de 3 espéces différentes (Setosa, Versicolor,
Virginica) les quantités suivantes :
o Longueur et largeur des pétales
e Longueur et largeur des sépales

Comment identifier |'espéce d'un iris A partir de ces 4 caractéristiques ?
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Détection de spam

@ Sur 4601 mails, on a pu identifier 1813 spams.

@ On a également mesuré sur chacun de ces mails la présence ou
absence de 57 mots.
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Détection de spam

@ Sur 4601 mails, on a pu identifier 1813 spams.

@ On a également mesuré sur chacun de ces mails la présence ou
absence de 57 mots.

Peut-on construire a partir de ces données une méthode de détection
automatique de spam?
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Pathologie concernant les artéres coronaires

@ Probléme : étudier la présence d'une pathologie concernant les artéres
coronaires en fonction de |'age des individus.
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Pathologie concernant les artéres coronaires

@ Probléme : étudier la présence d'une pathologie concernant les artéres
coronaires en fonction de |'age des individus.

@ Données : on dispose d'un échantillon de taille 100 sur lequel on a
mesuré les variables :
e chd qui vaut 1 si la pathologie est présente, 0 sinon;
e age qui correspond a I'dge de I'individu.

> artere[1:5,]
age agrp chd

1. 20 1 0
2. 23 1 0
3. 24 1 0
4. 25 1 0
5. 25 1 1
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Représentation du probléeme

@ Tous ces problémes peuvent étre appréhendés dans un contexte de
régression : on cherche a expliquer une variable Y par d'autres

variables Xi,..., X, :
Y I X
Défaut de paiement caractéristiques du client
Espéce de I'iris Longueur, largeur pétales et sépales
Spam présence/absence de mots
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Représentation du probléeme

@ Tous ces problémes peuvent étre appréhendés dans un contexte de
régression : on cherche a expliquer une variable Y par d'autres

variables Xi,..., X, :
Y I X
Défaut de paiement caractéristiques du client
Espéce de I'iris Longueur, largeur pétales et sépales
Spam présence/absence de mots
@ La variable a expliquer n'est plus quantitative mais qualitative.
@ On parle de probléme de discrimination ou classification supervisée. J
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© Introduction au modéle de régression logistique

@ Régression logistique simple

L. Rouviére (Université Rennes 2) 50 / 353



Boxplot

> plot(age~chd,data=artere)

age

20
1
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Boxplot

> plot(age~chd,data=artere)

60
1

age

Il semble que la maladie a plus de chance d'étre présente chez les personnes
agées.
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Début de modélisation
Comment expliquer la relation entre la maladie et I'dge ? \
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Début de modélisation

Comment expliquer la relation entre la maladie et I'dge ?

@ On désigne par
e Y la variable aléatoire qui prend pour valeur 1 si I'individu est atteint,
0 sinon.
e X la variable (aléatoire) qui correspond a I'age de I'individu.
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Début de modélisation
Comment expliquer la relation entre la maladie et I'dge ? \

@ On désigne par
e Y la variable aléatoire qui prend pour valeur 1 si I'individu est atteint,

0 sinon.
e X la variable (aléatoire) qui correspond a I'age de I'individu.

Le probléme consiste ainsi a tenter de quantifier la relation entre Y et X a
partir des données, c'est-a-dire d'un échantillon i.i.d (X1, Y1),...,(Xn, Ya)

de taille n = 100.
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Premiére idée

@ On se base sur le modéle linéaire.
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Premiére idée

@ On se base sur le modéle linéaire.

@ On suppose que les deux variables Y et X sont liées par une relation
de la forme
Y =0+p/X+e¢ (1)

ol [y € R et 81 € R sont les paramétres inconnus du modéle et ¢ est
une variable aléatoire de loi A/(0,0?).
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Premiére idée

@ On se base sur le modéle linéaire.

@ On suppose que les deux variables Y et X sont liées par une relation
de la forme
Y =0+p/X+e¢ (1)

ol [y € R et 81 € R sont les paramétres inconnus du modéle et ¢ est
une variable aléatoire de loi A/(0,0?).

Probléme

La variable Y est ici qualitative, I'écriture (1) n'a donc aucun sens.
= mauvaise idée
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Loi conditionnelle

@ Chercher a expliquer Y par X revient a chercher de I'information sur
la loi de probabilité de Y sachant X.
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Loi conditionnelle
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o En effet, le modéle de régression linéaire peut se réécrire en
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Loi conditionnelle

@ Chercher a expliquer Y par X revient a chercher de I'information sur
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o En effet, le modéle de régression linéaire peut se réécrire en
caractérisant la loi de Y'|X = x par la loi N(Bo + B1x, o2).

o Etendre cette caractérisation a notre contexte (ou la variable a
expliquer est binaire).
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Loi conditionnelle

Chercher a expliquer Y par X revient a chercher de I'information sur
la loi de probabilité de Y sachant X.

o En effet, le modéle de régression linéaire peut se réécrire en
caractérisant la loi de Y'|X = x par la loi N(Bo + B1x, o2).

Etendre cette caractérisation a notre contexte (ou la variable a
expliquer est binaire).

@ Une loi candidate naturelle pour la variable Y| X = x est la loi de
Bernoulli.
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Loi de Bernoulli

@ On va ainsi caractériser la loi de Y|X = x par la loi de Bernoulli.

@ Cette loi dépend d'un paramétre
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Loi de Bernoulli

@ On va ainsi caractériser la loi de Y|X = x par la loi de Bernoulli.

@ Cette loi dépend d'un paramétre

p(x) =P(Y =1|X = x).
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Loi de Bernoulli

@ On va ainsi caractériser la loi de Y|X = x par la loi de Bernoulli.

@ Cette loi dépend d'un paramétre

p(x) =P(Y =1|X = x).

@ Sachant X = x, on a donc

Y — 1 avec probabilité p(x)
~ | 0 avec probabilité 1 — p(x)
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Loi de Bernoulli

@ On va ainsi caractériser la loi de Y|X = x par la loi de Bernoulli.

@ Cette loi dépend d'un paramétre

p(x) =P(Y =1|X = x).

@ Sachant X = x, on a donc

Y — 1 avec probabilité p(x)
~ | 0 avec probabilité 1 — p(x)

La modélisation

Il reste maintenant & caractériser la probabilité p(x).
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Premiére idée

@ La encore, on peut se baser sur le modéle linéaire et proposer

p(x) = Bo + P1x.
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Premiére idée

@ La encore, on peut se baser sur le modéle linéaire et proposer

p(x) = Bo + P1x.

o Cette écriture n'est pas satisfaisante. En effet
o p(x) € [0,1] tandis que 5o + B1x € R.

o Idée : trouver une transformation ¢ de p(x) telle que ¢(p(x)) prenne
ses valeurs dans R.
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Transformation de p(

@ On revient sur I'exemple du chd et on représente les fréquences
cumulées d’'apparition de la maladie en fonction de I'age :
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Transformation de p(x)

@ On revient sur I'exemple du chd et on représente les fréquences
cumulées d’apparition de la maladie en fonction de I'age :

10

chd
0.6
|
AN
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1
N

0.0
1

20 30 40 50 60 70 80
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Transformation de p(x)

@ On revient sur I'exemple du chd et on représente les fréquences
cumulées d’'apparition de la maladie en fonction de I'age :

g L
:u/u
° /5/
2‘0 3‘0 4‘0 5‘0 6‘0 7‘0 8‘0
age
Trouver une transformation de p(x) qui ajuste ce nuage de points. |
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Le modéle de régression logistique

o |l propose de modéliser la probabilité p(x) selon

() = &P+ 1)
P 1+ exp(fo + fix)’

@ On peut réécrire

p(x)

1—p(x)) = Bo + B1x.

logit p(x) = log <
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Le modéle de régression logistique

o |l propose de modéliser la probabilité p(x) selon

() = &P+ 1)
P 1+ exp(fo + fix)’

@ On peut réécrire

p(x)

Zl—p(x)) = Bo + B1x.

logit p(x) = log <

Le modéle de régression logistique

Le modéle de régression logistique consiste donc a caractériser la loi de
Y |X = x par une loi de Bernoulli de paramétre p(x) tel que

logit p(x) = log (ﬂ—lj()x)) — o+ fux.
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Exemple sur R

> model <- glm(chd~age,data=artere,family=binomial)
> model

Call: glm(formula = chd ~ age, family = binomial, data = artere)

Coefficients:
(Intercept) age
-5.3095 0.1109

Degrees of Freedom: 99 Total (i.e. Null); 98 Residual
Null Deviance: 136.7
Residual Deviance: 107.4 AIC: 111.4
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Exemple sur R

> model <- glm(chd~age,data=artere,family=binomial)
> model

Call: glm(formula = chd ~ age, family = binomial, data = artere)

Coefficients:
(Intercept) age
-5.3095 0.1109

Degrees of Freedom: 99 Total (i.e. Null); 98 Residual
Null Deviance: 136.7
Residual Deviance: 107.4 AIC: 111.4

@ La fonction glm renvoie les estimations de 3y et (3.
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Exemple sur R

> model <- glm(chd~age,data=artere,family=binomial)
> model

Call: glm(formula = chd ~ age, family = binomial, data = artere)

Coefficients:
(Intercept) age
-5.3095 0.1109

Degrees of Freedom: 99 Total (i.e. Null); 98 Residual
Null Deviance: 136.7
Residual Deviance: 107.4 AIC: 111.4

@ La fonction glm renvoie les estimations de 3y et (3.

@ On peut ainsi avoir une estimation de la probabilité d'avoir une
maladie pour un individu de 30 ans :

p(x = 30) = exp(—5.3095 + 0.1109 * 30)

= ~ 0.12.
1+ exp(—5.3095 + 0.1109 x 30)
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© Le modeéle linéaire généralise
@ Introduction
o Définitions
@ Modéle de Poisson
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Le modéle logistique est un glm

@ Le modéle de régression logistique s'ajuste sur R avec la fonction glm.
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Le modéle logistique est un glm

@ Le modéle de régression logistique s'ajuste sur R avec la fonction glm.

@ Le modéle de régression logistique appartient a la famille des modéles
linéaires généralisés.

e C'est pourquoi il faut spécifier I'argument family=binomial lorsque
I'on veut faire une régression logistique.
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Le modéle linéaire est un GLM

@ Le modéle de régression linéaire s'ajuste sur R avec la fonction Im :

> Y <- rnorm(50)
> X <- runif (50)

> 1m(Y"X)

Coefficients:

(Intercept) X
0.4245 -0.8547
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Le modéle linéaire est un GLM

@ Le modéle de régression linéaire s'ajuste sur R avec la fonction Im :

> Y <- rnorm(50)
> X <- runif (50)

> 1m(Y"X)

Coefficients:

(Intercept) X
0.4245 -0.8547

e Mais aussi avec la fonction glm :
> glm(Y~X,family=gaussian)

Coefficients:
(Intercept) X
0.4245 -0.8547

Le modéle linéaire appartient également a la famille des modéles linéaires
généralisés.
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2 étapes identiques

@ Les modéles linéaires et logistiques sont construits selon le méme
protocole en 2 étapes :
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2 étapes identiques

@ Les modéles linéaires et logistiques sont construits selon le méme
protocole en 2 étapes :

© Choix de la loi conditionnelle de Y| X = x :

o Gaussienne pour le modéle linéaire ;
e Bernoulli pour le modéle logistique.

@ Choix d'une transformation g de |'espérance conditionnelle
E[Y|X =x]:
o Logistique
g(E[Y|X = x]) = g(p(x)) = logit p(x) = x'

@ Linéaire
g(E[YIX = x]) = X'5.
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© Le modeéle linéaire généralise

@ Définitions
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Rappel : Famille exponentielle

Définition

Une loi de probabilité P appartient a une famille de lois de type
exponentielle {Pg}gere si il existe une mesure dominant p (Lebesgue ou

mesure de comptage le plus souvent) telle que les lois Py admettent pour
densité par rapport a v

p
foly) = c(0)h(y) exp | > a;(0) Ti(v)
=1

ot Ty,..., Tp sont des fonctions réelles mesurables.
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Rappel : Famille exponentielle

Définition

Une loi de probabilité P appartient a une famille de lois de type
exponentielle {Py}gerp si il existe une mesure dominant i (Lebesgue ou
mesure de comptage le plus souvent) telle que les lois Py admettent pour
densité par rapport a v

p
foly) = c(0)h(y)exp | > aj(0) Ti(y)

Jj=1

ot Ty,..., Tp sont des fonctions réelles mesurables.

Exemple : loi de Bernoulli

| \

La loi de Bernoulli de paramétre p admet pour densité (par rapport a la
mesure de comptage)

fo(y) = (1 — p) exp(y log(p/(1 — p))).
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@ On se place dans un contexte de régression : on cherche a expliquer
une variable Y par p variables explicatives X, ..., X,.
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@ On se place dans un contexte de régression : on cherche a expliquer

une variable Y par p variables explicatives X, ..., X,.
@ On dispose d'un n-échantillon (x1, Y1),. .., (xn, Yn) ol les
xi = (Xi1, ..., Xjp) sont supposées fixes et les Y; sont des variables

aléatoires réelles indépendantes.
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Modele linéaire généralisé : GLM

Un modeéle linéaire généralisé est constitué de 3 composantes :
© Composante aléatoire : la loi de probabilité de la réponse Y; appartient
a la famille exponentielle et est de la forme

fai (i) = exp (W + (v, <b))

ol a, b et ¢ sont des fonctions spécifiées en fonction du type de la
famille exponentielle.
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© Composante aléatoire : la loi de probabilité de la réponse Y; appartient
a la famille exponentielle et est de la forme

fai (i) = exp (W + (v, <b))

ol a, b et ¢ sont des fonctions spécifiées en fonction du type de la
famille exponentielle.
@ Composante déterministe :

n(xi) = Bo + Pixi1 + - .. + BpXip

et précise quels sont les prédicteurs (on peut y inclure des
transformations des prédicteurs, des interactions...).
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Modele linéaire généralisé : GLM

Un modeéle linéaire généralisé est constitué de 3 composantes :

© Composante aléatoire : la loi de probabilité de la réponse Y; appartient
a la famille exponentielle et est de la forme

fai (i) = exp (W + (v, ¢))

ol a, b et ¢ sont des fonctions spécifiées en fonction du type de la
famille exponentielle.

@ Composante déterministe :

n(xi) = Po + Pixi1 + ...+ BpXip
et précise quels sont les prédicteurs (on peut y inclure des
transformations des prédicteurs, des interactions...).
© Lien : spécifie le lien entre les deux composantes, plus précisément le
lien entre |'espérance de Y; et la composante déterministe :
g(E[Yi]) = n(x;) = Bo + Pixi1 + ... + Bpxip ou g est une fonction
inversible appelée fonction de lien.



Schéma GLM

Y g X
Composante aléatoire |q g Fonction de lien PR Composante déterministe
Y admet pour densité fo(y) E[Y] est lié¢ X selon Choix de la combinaison linéaire des
g(E[Y]) = n(x) n(x) =x'p
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Schéma GLM

Y g X
Composante aléatoire |q g Fonction de lien <«—p| Composante déterministe
Y admet pour densité fo(y) E[Y] est lié¢ X selon Choix de la combinaison linéaire des
g(E[Y]) = n(x) n(x) =x'p
Un modéle GLM sera caractérisé par le choix de ces trois composantes. J
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Composante déterministe

@ Le probléme du choix de la combinaison linéaire des variables
explicatives est similaire A tous ce qui a été vu dans le modéle
linéaire :

e Utilisation d'indicatrices pour des variables explicatives qualitatives
(sans oublier les contraintes d'identifiabilité).
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Composante déterministe

@ Le probléme du choix de la combinaison linéaire des variables
explicatives est similaire A tous ce qui a été vu dans le modéle
linéaire :

e Utilisation d'indicatrices pour des variables explicatives qualitatives
(sans oublier les contraintes d'identifiabilité).

o Possibilité de prendre en compte des effets quadratique, ou autre
transformation des variables explicatives.

o Possibilité de prendre en compte des interactions.

o Méthode de sélection de variables (stepwise, lasso...)

Dans la suite, on notera 7)(x) = fo + Bix1 + ... + Bpxp la combinaison
linéaire choisie.
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Composante aléatoire et fonction de lien du modéle

logistique

Propriété
Le modele de régression logistique est un GLM.

En effet :
o La loi exponentielle est la loi de Bernoulli de paramétre
pi=P(Y;i=1):

fa:(vi) = explyix{ 8 — log(1 + exp(x{3))].

On a donc aj = x/3 et b(a;) = log(1 + exp(a;)).
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Composante aléatoire et fonction de lien du modéle

logistique

Propriété
Le modele de régression logistique est un GLM.

En effet :
o La loi exponentielle est la loi de Bernoulli de paramétre
pi=P(Y;i=1):

fa:(vi) = explyix{ 8 — log(1 + exp(x{3))].

On a donc aj = x/3 et b(a;) = log(1 + exp(a;)).

o La fonction de lien est

g(u) = logit(u) = log 1 u
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Composante aléatoire et fonction de lien du modéle linéaire

Propriété
Le modéle linéaire gaussien est un GLM.

En effet :

o La loi exponentielle est la loi gaussienne de paramétres u; et o2 :

yix!B —0.5(x!3)? B < y? B |og(27702))}

02 202 2

fo; (vi) = exp {
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Composante aléatoire et fonction de lien du modéle linéaire

Propriété
Le modéle linéaire gaussien est un GLM.

En effet :

o La loi exponentielle est la loi gaussienne de paramétres u; et o2 :

yix!B —0.5(x!3)? B < y? B |og(27702))}

02 202 2

fo; (vi) = exp {

o La fonction de lien est |'identité.
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Premier bilan

@ Outre le choix classique de la composante déterministe (choix de la
combinaison linéaire des variables explicatives), la modélisation GLM
s'effectue a travers 2 choix :
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Premier bilan

@ Outre le choix classique de la composante déterministe (choix de la
combinaison linéaire des variables explicatives), la modélisation GLM
s'effectue a travers 2 choix :

© Choix de la loi de Y; dans la famille exponentielle GLM décrite plus
haut.

@ Choix de la fonction de lien (inversible).

] H logistique \ linéaire ‘
Loi expo Bernoulli Gaussienne
fdl g(u) =logit(v) | g(u)=u
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Choix de la loi exponentielle et de la fonction de lien

@ Loi exponentielle. Ce choix est généralement guidé par la nature de la
variable a expliquer (Binaire : Bernoulli, Comptage : Poisson,
continue : normale ou gamma).
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@ Loi exponentielle. Ce choix est généralement guidé par la nature de la
variable a expliquer (Binaire : Bernoulli, Comptage : Poisson,
continue : normale ou gamma).

@ Fonction de lien. Ce choix est plus délicat. La fonction de lien dite
"canonique" g(u) = (b')~1(u) est souvent privilégiée (notamment
pour des raisons d'écriture de modéles et de simplicité d'écriture)
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Choix de la loi exponentielle et de la fonction de lien

@ Loi exponentielle. Ce choix est généralement guidé par la nature de la
variable a expliquer (Binaire : Bernoulli, Comptage : Poisson,
continue : normale ou gamma).

@ Fonction de lien. Ce choix est plus délicat. La fonction de lien dite
"canonique" g(u) = (b')~1(u) est souvent privilégiée (notamment
pour des raisons d'écriture de modéles et de simplicité d'écriture)

Propriété
Les fonctions de lien des modéles logistique et linéaire sont canoniques.
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Fonctions de lien usuelles

Nom du lien H Fonction de lien

identité glu)y=u

log g(u) = log(u)

cloglog g(u) = log(—log(1 — u))
logit g(u) = log(u/(1 — u))
probit g(u) = o7 1(u)
réciproque g(u)y=-1/u

puissance glu)=u",v#0
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GLM sur R

o |l faut bien entendu spécifier a la fonction glm les 3 composantes d'un
modéle glm :

glm(formula=.....family=....(link=....))
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o |l faut bien entendu spécifier a la fonction glm les 3 composantes d'un
modéle glm :
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@ formula : spécifie la composante déterministe Y = X; + Xj,
Y = X1 + X2 + Xq : Xz (prendre en compte |'interaction entre X; et
Xa.
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GLM sur R

o |l faut bien entendu spécifier a la fonction glm les 3 composantes d'un
modéle glm :

glm(formula=.....family=....(link=....))

@ formula : spécifie la composante déterministe Y = X; + Xj,
Y = X1 + X2 + Xq : Xz (prendre en compte |'interaction entre X; et
Xa.

@ family : spécifie composante aléatoire (gaussian pour le modéle
linéaire gaussien, binomial lorsque la variable a expliquer est binaire...)

© link : spécifie la fonction de lien (logit pour logistique, probit pour
probit...)

L. Rouviére (Université Rennes 2) 76 / 353



Exemple

@ On cherche a expliquer une variable binaire Y par deux variables
continues Xi et X5 :

> Y <- rbinom(50,1,0.6)
> X1 <- runif(50)
> X2 <- rnorm(50)

@ On ajuste les modéles

> glm(Y"X1+X2,family=binomial)

Coefficients:
(Intercept) X1 X2
-0.2849 1.8610 -0.0804

> glm(Y~"X1+X2+X1:X2,family=binomial)

Coefficients:
(Intercept) X1 X2 X1:X2
-0.3395 2.1175 -0.4568 1.0346

> glm(Y~X1+X2,family=binomial (link = "probit"))

Coefficients:
(Intercept) X1 X2
-0.17038 1.11986 -0.04864
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© Le modeéle linéaire généralise

@ Modéle de Poisson
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Le probleme

@ On cherche a quantifier I'influence d'un traitement sur |'évolution du
nombre de polypes au colon. On dispose des données suivantes :

number treat age

1 63 placebo 20
2 2 drug 16
3 28 placebo 18
4 17 drug 22
5 61 placebo 13
ol

e number : nombre de polypes aprés 12 mois de traitement.
e treat : drug si le traitement a été administré, placebo sinon.
e age : age de l'individu.
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Le probleme

@ On cherche a quantifier I'influence d'un traitement sur |'évolution du
nombre de polypes au colon. On dispose des données suivantes :

number treat age

1 63 placebo 20
2 2 drug 16
3 28 placebo 18
4 17 drug 22
5 61 placebo 13
ol

e number : nombre de polypes aprés 12 mois de traitement.
e treat : drug si le traitement a été administré, placebo sinon.
e age : age de l'individu.

Le probléme est d'expliquer la variable number par les deux autres variables
a l'aide d'un GLM.
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On note
@ Y; la variable aléatoire représentant le nombre de polypes du iéme

patient aprés les 12 mois de traitement.
@ x;; la variable treat pour le iéme individu et xj» |'age du iéme

individu.
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On note
@ Y; la variable aléatoire représentant le nombre de polypes du iéme

patient aprés les 12 mois de traitement.
@ x;; la variable treat pour le iéme individu et xj» |'age du iéme

individu.

GLM

@ La variable Y; étant une variable de comptage, on choisit comme
densité de Y; la densité (par rapport a la mesure de comptage) de la

loi de Poisson de paramétre ); :

fo, (Vi) = exp(—/\f)i—ii = exp[y; log(A;) — exp(log(A;)) — log(yi!)].

1

@ La fonction de lien canonique est donc donnée par :

(u) = log(u). )
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Modeéle de Poisson ou régression log-linéaire

Définition

Le modéle de Poisson modélise la loi de Y; par une loi de Poisson de
paramétre \; = \(x;) telle que

log(A(x)) = x/B.
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Modeéle de Poisson ou régression log-linéaire

Définition
Le modéle de Poisson modélise la loi de Y; par une loi de Poisson de
paramétre \; = \(x;) telle que

log(A(x)) = x/B.

o L'ajustement sur R s'effectue toujours a |'aide de la fonction glm :

> glm(number~treat+age,data=polyps,family=poisson)

Coefficients:
(Intercept) treatdrug age
4.52902 -1.35908 -0.03883
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e Prédiction : pour un individu de 23 ans, ayant recu le traitement on
pourra estimer le nombre de polypes a 12 mois par
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Modeéle de Poisson ou régression log-linéaire

Définition
Le modéle de Poisson modélise la loi de Y; par une loi de Poisson de
paramétre \; = \(x;) telle que

log(A(x)) = x/B.

o L'ajustement sur R s'effectue toujours a |'aide de la fonction glm :

> glm(number~treat+age,data=polyps,family=poisson)

Coefficients:
(Intercept) treatdrug age
4.52902 -1.35908 -0.03883

e Prédiction : pour un individu de 23 ans, ayant recu le traitement on
pourra estimer le nombre de polypes a 12 mois par

exp(4.52902 — 1.35908 — 0.03883  23) = 9.745932.



Deuxiéme partie |l

Analyse du modele de régression logistique
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@ Le modeéle
@ Présentation
o Identifiabilité et la matrice de design
@ Interprétation des coefficients
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© Le modele
@ Présentation
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@ On cherche a expliquer une variable Y binaire par p variables

explicatives Xi, ..., Xp.
@ On dispose de n observations (x1,y1),.-.,(Xn, ¥n), Xi € RP,
y; €{0,1}.
@ On note X la matrice n x p contenant les observations des variables
explicatives :
X11 ... Xip
X =
Xnl Xnp
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Le modéle de régression logistique

@ On suppose que les variables explicatives sont déterministes.
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Le modéle de régression logistique

@ On suppose que les variables explicatives sont déterministes.

Modele logistique, [Hosmer and Lemeshow, 2000]

Les observations y; sont des réalisations de variables aléatoires Y;
indépendantes de loi de Bernoulli de paramétre pg(x;) tel que

. X'
logit ps(x;) = log (%) = Bixi1 + ... + Bpxip = Xi B
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Le modéle de régression logistique

@ On suppose que les variables explicatives sont déterministes.

Modele logistique, [Hosmer and Lemeshow, 2000]

Les observations y; sont des réalisations de variables aléatoires Y;
indépendantes de loi de Bernoulli de paramétre pg(x;) tel que

. X'
logit ps(x;) = log (%) = Bixi1 + ... + Bpxip = Xi B

@ Remarque : la variable Xj peut correspondre a la constante du
modéle. Danscecas, x;; =1,/ =1,...,n.
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Autre présentation du modéle logistique

@ On suppose pour simplifier qu'on dispose d'une seule variable
explicative X.

L. Rouviére (Université Rennes 2) 88 / 353



Autre présentation du modéle logistique

@ On suppose pour simplifier qu'on dispose d'une seule variable
explicative X.

@ On suppose qu'il existe une variable latente (inobservée) Y*

Y=o+ Pixi+e
ol ¢ est une variable aléatoire centrée, telle que

\/,' == 1)/i*>s, S E R
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Autre présentation du modéle logistique

@ On suppose pour simplifier qu'on dispose d'une seule variable
explicative X.

@ On suppose qu'il existe une variable latente (inobservée) Y*

Y=o+ Pixi+e
ol ¢ est une variable aléatoire centrée, telle que

\/,' == 1)/i*>s, S E R

@ On a alors

P(Y; =1) =P(—¢ < Bo + Bi1xi) = F(Bo + B1x;)

ou Bo = fo — s.
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o Définir le modéle revient a spécifier la loi de €.
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o Définir le modéle revient a spécifier la loi de €.

@ Si ¢ suit une loi logistique, c'est a dire de fonction de répartition

exp(x)

Fe(x) = e

alors le modéle est le modéle logistique.
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@ Si ¢ suit une loi logistique, c'est a dire de fonction de répartition

exp(x)

Fe(x) = e

alors le modéle est le modéle logistique.

@ Si € suit une loi normale centrée réduite alors le modéle est le modéle
probit.
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o Définir le modéle revient a spécifier la loi de €.

@ Si ¢ suit une loi logistique, c'est a dire de fonction de répartition

exp(x)

Fe(x) = e

alors le modéle est le modéle logistique.

@ Si € suit une loi normale centrée réduite alors le modéle est le modéle
probit.

V.

Remarque

@ Le choix de la fonction de lien dans le formalisme GLM correspond au
choix de la loi de € avec ce formalisme.
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o Définir le modéle revient a spécifier la loi de €.

@ Si ¢ suit une loi logistique, c'est a dire de fonction de répartition

exp(x)

Fe(x) = e

alors le modéle est le modéle logistique.

@ Si € suit une loi normale centrée réduite alors le modéle est le modéle
probit.

Remarque

@ Le choix de la fonction de lien dans le formalisme GLM correspond au
choix de la loi de € avec ce formalisme.

@ Ce formalisme nous permettra d'introduire plus tard le modéle
polytomique ordonné.
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Figure — Fonctions de répartition pour le modéle logistique (bleu) et probit
(rouge).
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2 types de données

e Rappels : on considére un n échantillon (x1, Y1), ..., (xn, Ya) ou les
x; € RP sont déterministes et les Y; sont des variables aléatoires de loi
de Bernoulli de paramétre pg(x;) tel que

. pa(xi
ot ps(x) =g (7277007 ) = o+ o =3
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2 types de données

e Rappels : on considére un n échantillon (x1, Y1), ..., (xn, Yn) ot les
x; € RP sont déterministes et les Y; sont des variables aléatoires de loi

de Bernoulli de paramétre pg(x;) tel que

. pa(xi
ot ps(x) =g (7277007 ) = o+ o =3

@ On doit distinguer deux structures de données pour écrire les choses
proprement (notamment la vraisemblance du modéle) :
@ Données individuelles : tous les x; sont différents.
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e Rappels : on considére un n échantillon (x1, Y1), ..., (xn, Ya) ou les
x; € RP sont déterministes et les Y; sont des variables aléatoires de loi
de Bernoulli de paramétre pg(x;) tel que

. pa(xi
ot ps(x) =g (7277007 ) = o+ o =3

@ On doit distinguer deux structures de données pour écrire les choses
proprement (notamment la vraisemblance du modéle) :
@ Données individuelles : tous les x; sont différents. Dans ce cas les
choses sont relativement simples puisque les Y; suivent bien une loi de
Bernoulli.

L. Rouviére (Université Rennes 2) 91 / 353



2 types de données

e Rappels : on considére un n échantillon (x1, Y1), ..., (xn, Ya) ou les
x; € RP sont déterministes et les Y; sont des variables aléatoires de loi
de Bernoulli de paramétre pg(x;) tel que

. pa(xi
ot ps(x) =g (7277007 ) = o+ o =3

@ On doit distinguer deux structures de données pour écrire les choses
proprement (notamment la vraisemblance du modéle) :

@ Données individuelles : tous les x; sont différents. Dans ce cas les
choses sont relativement simples puisque les Y; suivent bien une loi de
Bernoulli.

@ Données répétées : il y a des répétitions sur les x;.
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2 types de données

e Rappels : on considére un n échantillon (x1, Y1), ..., (xn, Ya) ou les
x; € RP sont déterministes et les Y; sont des variables aléatoires de loi
de Bernoulli de paramétre pg(x;) tel que

. pa(xi
ot ps(x) =g (7277007 ) = o+ o =3

@ On doit distinguer deux structures de données pour écrire les choses
proprement (notamment la vraisemblance du modéle) :

@ Données individuelles : tous les x; sont différents. Dans ce cas les
choses sont relativement simples puisque les Y; suivent bien une loi de
Bernoulli.

@ Données répétées : il y a des répétitions sur les x;. Il faut dans ce cas
modifier légérement les notations.
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Données répétées

On note toujours n le nombre d'observations. On note

@ xi,...,x7 les différentes valeurs des variables explicatives observées.
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Données répétées

On note toujours n le nombre d'observations. On note

@ xi,...,x7 les différentes valeurs des variables explicatives observées.
@ ny,...,nT tel que n; = nombre de fois ol x; a été observé :
T _
Yoieq Ne=n.
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Données répétées

On note toujours n le nombre d'observations. On note

@ xi,...,x7 les différentes valeurs des variables explicatives observées.

@ ny,...,nT tel que n; = nombre de fois ol x; a été observé :
Yiyne=n.

@ yi,...,yT les nombres de succés observés au point x;.
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Données répétées

On note toujours n le nombre d'observations. On note

@ xi,...,x7 les différentes valeurs des variables explicatives observées.

@ ny,...,nT tel que n; = nombre de fois ol x; a été observé :
Yiyne=n.

@ yi,...,yT les nombres de succés observés au point x;.

Modéle logistique pour données répétées

Si on suppose que y; est une réalisation d'une variable aléatoire Y; alors
cette fois la loi de Y; n'est plus une Bernoulli mais une binomiale de
paramétre (n¢, pg(xt)) tel que

logit pg(x¢) = Bixe1 + - - - + Bpxep = X 5.
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Données répétées

On note toujours n le nombre d'observations. On note

@ xi,...,x7 les différentes valeurs des variables explicatives observées.

@ ny,...,nT tel que n; = nombre de fois ol x; a été observé :
Yiyne=n.

@ yi,...,yT les nombres de succés observés au point x;.

Modéle logistique pour données répétées

Si on suppose que y; est une réalisation d'une variable aléatoire Y; alors
cette fois la loi de Y; n'est plus une Bernoulli mais une binomiale de
paramétre (n¢, pg(xt)) tel que

logit pg(x¢) = Bixe1 + - - - + Bpxep = X 5.

@ Remarque : le cas données individuelles est un cas particulier de
données répétées (il suffit de poser T = n).
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© Le modele

o Identifiabilité et la matrice de design
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Identifiabilité

o Rappels : la régression logistique modélise la loi de Y; par une
Bernoulli de paramétre pg(x;).
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Identifiabilité

o Rappels : la régression logistique modélise la loi de Y; par une
Bernoulli de paramétre pg(x;).

o Par définition, le modele est dit identifiable si 3+ Py, y,) est
injective.
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Identifiabilité

o Rappels : la régression logistique modélise la loi de Y; par une
Bernoulli de paramétre pg(x;).

o Par définition, le modele est dit identifiable si 3+ Py, y,) est
injective.

o Le modéle logistique est donc identifiable si pour tout 3 # 3 il existe
i €{1,...,n} tel que pa(xi) # pz(xi)-

L. Rouviére (Université Rennes 2) 94 / 353



Identifiabilité

o Rappels : la régression logistique modélise la loi de Y; par une
Bernoulli de paramétre pg(x;).

o Par définition, le modele est dit identifiable si 3+ Py, y,) est
injective.

o Le modéle logistique est donc identifiable si pour tout 3 # 3 il existe
i €{1,...,n} tel que pa(xi) # pz(xi)-

Propriété

Si n > p alors le modéle est identifiable si et seulement si rang(X) = p.
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Rappels

@ La matrice de design X contient "les observations des variables
explicatives" :
X111 --- Xip
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Rappels

@ La matrice de design X contient "les observations des variables
explicatives" :
X111 --- Xip
X =

Xpl --- Xpp

@ Elle joue un role important pour :
@ l'identifiabilité du modéle;
@ l'estimation des paramétres du modéle;
© le comportement asymptotique des estimateurs du modéle.
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Un exemple

@ Un chef d'entreprise souhaite vérifier la qualité d'un type de machines
en fonction de I'dge et de la marque des moteurs. Il dispose

@ d'une variable binaire Y (1 si le moteur a déja connu une panne, 0
sinon) ;

@ d'une variable quantitative age repésentant I'dge du moteur;

© d'une variable qualitative a 3 modalités marque représentant la marque
du moteur,
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@ Un chef d'entreprise souhaite vérifier la qualité d'un type de machines
en fonction de I'dge et de la marque des moteurs. Il dispose

@ d'une variable binaire Y (1 si le moteur a déja connu une panne, 0
sinon) ;

@ d'une variable quantitative age repésentant I'dge du moteur;

© d'une variable qualitative a 3 modalités marque représentant la marque
du moteur,

o et de n = 33 observations :

> panne
etat age marque
4

gD W N
o OO oo
wwaa>=

2
3
9
7
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Variable quantitative

@ C'est le cas le plus simple, un seul coefficient est dans le modéle par
variable explicative = une variable quantitative est représentée par
une seule colonne dans la matrice de design.
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Variable quantitative

@ C'est le cas le plus simple, un seul coefficient est dans le modéle par
variable explicative = une variable quantitative est représentée par
une seule colonne dans la matrice de design.

Exemple : pannes de machines

@ On considére les modéles logistiques permettant d'expliquer panne par
age et par age et la constante :

logit pg(x;) = Bx; et logit pg(xi) = Bo + Pix;.
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Variable quantitative

@ C'est le cas le plus simple, un seul coefficient est dans le modéle par
variable explicative = une variable quantitative est représentée par
une seule colonne dans la matrice de design.

Exemple : pannes de machines

@ On considére les modéles logistiques permettant d'expliquer panne par
age et par age et la constante :

logit pg(x;) = Bx; et logit pg(xi) = Bo + Pix;.

@ Les matrice de design associées a ces deux modéles sont

et X=

==
O© W N b

PR
I
© w NN
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Variable qualitative

o Considérons le modéle logistique avec pour variable explicative marque
pour I'exemple des pannes de machines. Une écriture naturelle est :

logit pg(xi) = Bo + B1la(xi) + B21s(xi) + B3lc(xi).
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Variable qualitative

o Considérons le modéle logistique avec pour variable explicative marque
pour I'exemple des pannes de machines. Une écriture naturelle est :

logit pg(xi) = Bo + B1la(xi) + B21s(xi) + B3lc(xi).

o Ce modéle n'est clairement pas identifiable.
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Variable qualitative

o Considérons le modéle logistique avec pour variable explicative marque
pour I'exemple des pannes de machines. Une écriture naturelle est :

logit pg(xi) = Bo + B1la(xi) + B21s(xi) + B3lc(xi).

o Ce modéle n'est clairement pas identifiable.
@ En effet, la matrice de design associée a ce modéle

o

:}X:

OO D>
e e e
(el olNeRNeR
= = O O O
O O = =

n'est clairement pas de plein rang.
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Contraintes d'identifiabilité

@ Le modéle précédent est surparamétré. |l est nécessaire de définir des
contraintes d'identifiabilite.
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Contraintes d'identifiabilité

@ Le modéle précédent est surparamétré. |l est nécessaire de définir des
contraintes d'identifiabilite.

@ Les contraintes les plus utilisées sont 81 = 0 (choix une modalité de
référence) ou 51 + B2 + B3 = 0.
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Contraintes d'identifiabilité

@ Le modéle précédent est surparamétré. |l est nécessaire de définir des
contraintes d'identifiabilite.

@ Les contraintes les plus utilisées sont 81 = 0 (choix une modalité de
référence) ou 51 + B2 + B3 = 0.

@ Le choix de la contrainte n'est pas forcément spécifié dans les sorties
logiciels. Il est capital d'aller voir |'aide des fonctions pour connaitre
les contraintes d'identifiabilité.
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Contraintes d'identifiabilité

@ Le modéle précédent est surparamétré. |l est nécessaire de définir des
contraintes d'identifiabilite.

@ Les contraintes les plus utilisées sont 81 = 0 (choix une modalité de
référence) ou 51 + B2 + B3 = 0.
@ Le choix de la contrainte n'est pas forcément spécifié dans les sorties

logiciels. Il est capital d'aller voir |'aide des fonctions pour connaitre
les contraintes d'identifiabilité.

Remarque

Mathématiquement, le choix de la contrainte n'a pas une grande
importance. Il doit en revanche étre pris en compte pour pouvoir interpréter
correctement les paramétres du modéle.
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Contrainte d'identifiabilité sous R

@ Par défaut, R choisit comme modalité de référence la premiére
modalité de la variable qualitative :

> glm(etat™marque,data=panne,family=binomial)

Coefficients:
(Intercept) marqueB marqueC
0.5596 -0.4261 -1.4759
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Contrainte d'identifiabilité sous R

@ Par défaut, R choisit comme modalité de référence la premiére
modalité de la variable qualitative :

> glm(etat™marque,data=panne,family=binomial)

Coefficients:
(Intercept) marqueB marqueC
0.5596 -0.4261 -1.4759

@ On peut modifier le choix de la modalité de référence

> glm(etat~C(marque,base=2) ,data=panne,family=binomial)

Coefficients:
(Intercept) C(marque, base = 2)1 C(marque, base = 2)3
0.1335 0.4261 -1.0498
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Intéractions

Définition

Deux variables explicatives interagissent si |'effet de I'une de ces variables
sur la variable a expliquer est différent selon les modalités de I'autre.

@ On considére le modéle logistique permettant d'expliquer Y (etat)
par X; (marque) et X» (age) :

logit pg(x;) = Bo + B1la(xi1) + B21lp(xi1) + B3lc(xit) + Baxiz,

muni de la contrainte 51 = 0.

@ Ce modéle stipule que I'age de la machine agit linéairement sur
logit pg(x;) et que le coefficient de linéarité est le méme pour toutes
les marques.
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@ |l est bien entendu possible d'envisager que I'effet de |'age sur I'état de
la machine ne soit pas exactement le méme pour toutes les marques :

logit pg (age) . logit pg (age)

Table — Modéle additif. Table — Modéle avec interaction.
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e La figure de droite correspond a un modéle du genre

Bo1 + Piixiz sixip=A
logit(pg(xi)) = Bo2 + Proxiz sixiq =B (2)
Bos + Bizxiz  si xj1 = C.
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e La figure de droite correspond a un modéle du genre

Bo1 + Piixiz sixip=A
logit(pg(xi)) = Bo2 + Proxiz sixiq =B (2)
Bos + Bizxiz  si xj1 = C.

@ Un tel modéle prend en compte l'interaction marque:age :

> glm(etat™marque+age+tage:marque,data=panne,family=binomial)

Coefficients:
(Intercept) marqueB marqueC age marqueB:age marqueC:age
0.23512 0.19862 -2.43145 0.05641 -0.11188 0.21587
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e La figure de droite correspond a un modéle du genre

Bo1 + Piixiz sixip=A
logit(pg(xi)) = Bo2 + Proxiz sixiq =B (2)
Bos + Bizxiz  si xj1 = C.

@ Un tel modéle prend en compte l'interaction marque:age :

> glm(etat™marque+age+tage:marque,data=panne,family=binomial)

Coefficients:
(Intercept) marqueB marqueC age marqueB:age marqueC:age
0.23512 0.19862 -2.43145 0.05641 -0.11188 0.21587

@ Le modéle ajusté ici n'est pas exactement celui défini par (2). Il est
paramétré differemment :

logit(pg(xi)) =70 +111a(xi1) + 121B(xi1) +131c(Xi1) + Vaxi
+ vsxi21a(Xi1) + Yexi2lp(xi1) + v7xi2lc(xi1)

muni des contraintes 73 = 0 et 75 = 0.
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o Il est facile de voir que les coefficients 3j, se déduisent des cofficients
7j. Par exemple

Bor =7 +71, B2 ="+,
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o Il est facile de voir que les coefficients 3j, se déduisent des cofficients
7j. Par exemple

Bor =7 +71, B2 ="+,

@ On peut bien évidemment ajuster directement le modéle (2) :

> glm(etat™marque-1+age:marque,data=panne,family=binomial)

Coefficients:
marqueA marqueB marqueC marqueA:age marqueB:age marqueC:age
0.23512 0.43375 -2.19633 0.05641 -0.05547 0.27228
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o Il est facile de voir que les coefficients 3j, se déduisent des cofficients
7j. Par exemple

Bor =7 +71, B2 ="+,

@ On peut bien évidemment ajuster directement le modéle (2) :

> glm(etat™marque-1+age:marque,data=panne,family=binomial)

Coefficients:
marqueA marqueB marqueC marqueA:age marqueB:age marqueC:age
0.23512 0.43375 -2.19633 0.05641 -0.05547 0.27228

@ L'interaction présentée ci-dessus met en jeu une variable quantitative
(age) avec une variable qualitative (marque). Il est bien entendu
possible d'inclure des interactions entre variables qualitatives ou (plus
rare) quantitatives.
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Dimension d'un modéle

Définition

La dimension d'un modéle (logistique) est égale au nombre de paramétres
identifiables du modéle. Elle correspond au nombre de colonnes de la
matrice de design X.
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Dimension d'un modéle

Définition

La dimension d'un modéle (logistique) est égale au nombre de paramétres
identifiables du modéle. Elle correspond au nombre de colonnes de la
matrice de design X.

On calcule la dimension du modéle en sommant les contributions de chaque
variables du modéle :

@ si la constante est présente, elle a une contribution de 1 :
@ une variable quantitative (non discrétisée) a une contribution de 1;
@ une variable qualitative 3 K modalités a une contribution de K —1;

@ la contribution d'une interaction s'obtient en faisant le produit des
contributions des variables qui interagissent.
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© Le modele

@ Interprétation des coefficients
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@ On considére |'allure de la courbe représentative de

exp(xp)
— =
pour 8 =0,0.5,2,10
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@ On considére |'allure de la courbe représentative de

exp(xp)
x = pg(x) = ——————
Pa(x) 1+ exp(xp3)
pour 8 =0,0.5,2,10
betal beta0.5
Lorsque /5 augmente, pg(x) est souvent proche de 0 ou 1. J
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@ On peut étre tentés de dire : plus 3 est grand, mieux on discrimine.
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Odds ratio

@ On peut étre tentés de dire : plus 3 est grand, mieux on discrimine.

@ Prudence : tout dépend de I'échelle de x (si x change d'échelle, 5 va
également changer...)

o Les coefficients du modéle logistique sont souvent interprétés en terme

d'odds ratio.
e L'odds (chance) pour un individu x d'obtenir la réponse Y =1 est
défini par :
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Odds ratio

@ On peut étre tentés de dire : plus 3 est grand, mieux on discrimine.

@ Prudence : tout dépend de I'échelle de x (si x change d'échelle, 5 va
également changer...)

o Les coefficients du modéle logistique sont souvent interprétés en terme
d'odds ratio.

e L'odds (chance) pour un individu x d'obtenir la réponse Y =1 est
défini par :

__p¥)
odds(x) = TB(X)

@ L'odds ratio (rapport des chances) entre deux individus x et X est

odds(x) T

X,X) = odds()"(') = p()?)~ .

OR(
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Interprétation des odds ratio

o |l faut &tre prudent avec l'interprétation des OR : ils sont trés souvent
utilisés mais pas toujours bien interprétés.
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utilisés mais pas toujours bien interprétés.

@ Comparaison de probabilités de succeés entre deux individus :

OR(X,)?) >1 «— pg(X) > pﬂ()?)
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Interprétation des odds ratio

o |l faut &tre prudent avec l'interprétation des OR : ils sont trés souvent
utilisés mais pas toujours bien interprétés.

@ Comparaison de probabilités de succeés entre deux individus :

OR(X,)?) >1 «— pg(X) > pﬂ()?)
OR(x,%) =1 <« ps(x) = ps(%)
OR(X,)?) <l «— pﬁ(X) < pﬁ()?)

@ Interprétation en termes de risque relatif : dans le cas ou p(x) et
p(X) sont trés petits par rapport a 1, on peut faire I'approximation

OR(x, %) = ps(x)/ps(X)

et interpréter "simplement".
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© Mesure de I'impact d’une variable : pour le modéle logistique
logit pg(x) = Bo + Bixt + ... + Bpxp,
il est facile de vérifier que
OR(x,X) = exp(B1(x1 — X1)) . . . exp(Bp(Xp — Xp))-

Pour mesurer I'influence d'une variable sur |'odds ratio, il suffit de
considérer deux observations x et X qui différent uniquement par la
Jjéme variable. On obtient alors

OR(x, %) = exp(Bi(x — %))
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© Mesure de I'impact d’une variable : pour le modéle logistique
logit pg(x) = Bo + Bixt + ... + Bpxp,
il est facile de vérifier que
OR(x,X) = exp(B1(x1 — X1)) . . . exp(Bp(Xp — Xp))-

Pour mesurer I'influence d'une variable sur |'odds ratio, il suffit de
considérer deux observations x et X qui différent uniquement par la
Jjéme variable. On obtient alors

OR(x, %) = exp(Bi(x — %))

Une telle analyse peut se révéler intéressante pour étudier I'influence d'un
changement d’'état d'une variable qualitative.
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© Estimation des paramétres
@ La vraisemblance
@ Existence et unicité de I'emv

o L'algorithme IRLS
o Comportement asymptotique de I'emv
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@ On considére le modéle logistique (identifiable) permettant d’expliquer
une variable binaire Y par p variables X, ..., X, défini par

logit ps(x) = frx1 + ...+ Bpxp = X3

avec x = (x1,...,Xp) € RP et B = (f1,...,Bp) € RP qui contient les
paramétres inconnus du modéle.
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@ Le caractére binaire de la variable a expliquer rend la méthode des
moindres carrés impossible & mettre en oeuvre dans ce contexte.
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@ Le caractére binaire de la variable a expliquer rend la méthode des
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@ On rappelle que les estimateurs des moindres carrés du modéle linéaire
gaussien coincident avec les estimateurs du maximum de
vraisemblance.
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@ On considére le modéle logistique (identifiable) permettant d’expliquer
une variable binaire Y par p variables X, ..., X, défini par

logit ps(x) = frx1 + ...+ Bpxp = X3

avec x = (x1,...,Xp) € RP et B = (f1,...,Bp) € RP qui contient les
paramétres inconnus du modéle.

@ Le caractére binaire de la variable a expliquer rend la méthode des
moindres carrés impossible & mettre en oeuvre dans ce contexte.

@ On rappelle que les estimateurs des moindres carrés du modéle linéaire
gaussien coincident avec les estimateurs du maximum de
vraisemblance.

@ (C'est par cette approche que sont estimés les paramétres du modéle
logistique a partir d'un n-échantillon (x1, Y1),..., (xn, Ya) (les
variables aléatoires Y; sont indépendantes).
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© Estimation des paramétres
@ La vraisemblance

L. Rouviére (Université Rennes 2) 113 / 353



@ Les variables aléatoires Yi,..., Y, étant discrétes et indépendantes, la
vraisemblance du modéle logistique est définie par

L,:{0,1}" x R? - R

()/1;--->}/n>5) = Hpﬁ()/l :yl)
i=1

ou Py désigne la probabilité sous le modéle logistique de paramétre /3.
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@ Les variables aléatoires Yi,..., Y, étant discrétes et indépendantes, la
vraisemblance du modéle logistique est définie par

L,:{0,1}" x R? - R
(yla"'>yn>6) = HP/B(YI :)/i)
i=1

ou Py désigne la probabilité sous le modéle logistique de paramétre /3.

@ Pour simplifier, on notera L,(y1,...,yn, 8) = La(B) et
Ly(8) = log(Ln(5))-

Propriété

La(B) =Y {yixiB — log(L + exp(x!B))}.

i=1
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Calcul du gradient

@ Un moyen naturel de maximiser la log-vraisemblance est d'annuler son
gradient

VL) = (G50 50
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Calcul du gradient

@ Un moyen naturel de maximiser la log-vraisemblance est d'annuler son
gradient

VL) = (G50 50

@ On montre que

VL(B) =D Dailyi = ps(xi)] = X' (Y — Pp)

i—1
avec
yi pa(x1)
Y=|:| et Bs=|
Yn p,@(Xn)
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Equations du score

Conséquence

Si il existe, |'estimateur du maximum de vraisemblance est solution de
I'équation
S(B) = VLa(B) =0.

Cette équation est appelée équation du score.
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Equations du score

Conséquence

Si il existe, |'estimateur du maximum de vraisemblance est solution de
I'équation
S(B) = VLa(B) =0.

Cette équation est appelée équation du score.

@ Résoudre les équations de score revient a résoudre p équations a p
inconnues :

ep(ds) | ewlgd)

X1jy1+- A+ Xnjyn = lem N anl—{—Tp(xﬁ,@’ J=1
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Equations du score

Conséquence

Si il existe, |'estimateur du maximum de vraisemblance est solution de
I'équation
S(B) = VLa(B) =0.

Cette équation est appelée équation du score.

@ Résoudre les équations de score revient a résoudre p équations a p
inconnues :
exp(x13) exp(xpB) .
X1Y1te A XpjVn = X1j—————F——F. . A X ——————, j=1,...,
fy T ep(qB) T T exp(xpB) P
o Ce systéme n'est pas linéaire en 3 et n'admet pas de solutions
explicites.
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Si il existe, |'estimateur du maximum de vraisemblance est solution de
I'équation
S(B) = VLa(B) =0.

Cette équation est appelée équation du score.

@ Résoudre les équations de score revient a résoudre p équations a p

inconnues :
exp(x18) exp(xp8) .

X1Y1te . A Xnjyn = X1j——————+. . X —————, j=1,...

o Ce systéme n'est pas linéaire en 3 et n'admet pas de solutions
explicites.

@ Solution : utiliser des algorithmes itératifs qui convergent vers la
solution
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Equations du score

Conséquence

Si il existe, |'estimateur du maximum de vraisemblance est solution de
I'équation
S(B) = VLa(B) =0.

Cette équation est appelée équation du score.

@ Résoudre les équations de score revient a résoudre p équations a p
inconnues :
exp(x18) exp(xp8) .
X1Y1te . A Xnjyn = X1j——————+. . X —————, j=1,...
Y1 nj¥Yn 1j 1+ exp(x{ﬁ) njq T exp(xﬁ,ﬁ)’ J > P
o Ce systéme n'est pas linéaire en 3 et n'admet pas de solutions
explicites.
@ Solution : utiliser des algorithmes itératifs qui convergent vers la
solution d'ou la nécessité d'étudier les propriétés analytiques de L£,(5).
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© Estimation des paramétres

@ Existence et unicité de I'emv
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Un premier résultat

Proposition

Soit (xj,yi),i = 1,...,n un nuage de points avec x; € RP et y; € {0, 1}.
On suppose que la matrice de design X est de plein rang égal a p. Alors la
log-vraisemblance

RP — R (3)

B La(B) = Z {yix{B — log(1 + exp(x/3)) } (4)

i=1

est strictement concave.
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Un premier résultat

Soit (x;,yi),i = 1,...,n un nuage de points avec x; € RP et y; € {0, 1}.
On suppose que la matrice de design X est de plein rang égal a p. Alors la
log-vraisemblance

RP — R 3)

B La(B) =Y {yixiB —log(1 + exp(x/5))} (4)

i=1

est strictement concave.

Conséquence importante

Un algorithme itératif convergera vers |'estimateur du maximum du
vraisemblance lorsque celui-ci existe. |l n'y a pas de risque de tomber sur un
maximum local.

v
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Définition

On dit que I'estimateur du maximum de vraisemblance n'existe pas lorsque
les équations de score n'admettent pas de solution finie.
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Définition

On dit que I'estimateur du maximum de vraisemblance n'existe pas lorsque
les équations de score n'admettent pas de solution finie.

@ Exemple : On dispose d'un échantillon de taille n = 200 :

| [ yi

T A0
100 | Al 0
101 || B || 1
200 | B | 1

Table — Les 200 observations.
@ On considére le modéle logistique

logit Pﬁ(Xi) = Bl ]-x,-:A + ﬁ21Xi:B

L. Rouviére (Université Rennes 2) 119 / 353



o |l est facile de voir que lorsque 37 — —oco et B> — +0o0, la
vraisemblance L,(53) tend vers 1.
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o |l est facile de voir que lorsque 37 — —oco et B> — +0o0, la
vraisemblance L,(53) tend vers 1.

@ Les équations de score n'admettent pas de solution finie et I'emv
n'existe pas.

> n <- 100
> X <- factor(c(rep("A",n),rep("B",n)))
> X <- c(rep(0,n),rep(1,n))
> Y <- factor(c(rep(0,n),rep(1,n)))
> model <- glm(Y"X,family=binomial)
Message d’avis :
In glm.fit(x = X, y = Y, weights = weights, start = start,
etastart = etastart,
1’algorithme n’a pas convergé
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o |l est facile de voir que lorsque 37 — —oco et B> — +0o0, la
vraisemblance L,(53) tend vers 1.

@ Les équations de score n'admettent pas de solution finie et I'emv
n'existe pas.

> n <- 100
> X <- factor(c(rep("A",n),rep("B",n)))
> X <- c(rep(0,n),rep(1,n))
> Y <- factor(c(rep(0,n),rep(1,n)))
> model <- glm(Y"X,family=binomial)
Message d’avis :
In glm.fit(x = X, y = Y, weights = weights, start = start,
etastart = etastart,
1’algorithme n’a pas convergé

@ Une alerte nous prévient que I'algorithme permettant d'estimer les
paramétres n'a pas convergé. On peut vérifier cette convergence avec
la commande :

> model$converged
[1] FALSE
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Autre exemple

On considére 2 jeux de données générés selon le protocole suivant :
@ Le premier est tel que

e pour i =1,...,50, x; est le réalisation d'une loi uniforme sur [—1,0] et
yi=0;
e pour i =51,...,100, x; est le réalisation d'une loi uniforme sur [0,1] et
yi = 1.
@ Le second nuage correspond au premier nuage dans lequel on a posé
=1
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@ On considére le modéle logistique

logit pB(X,') = Bx;.

e La figure suivante représente 3 — L,(/3) pour les deux jeux de
données.

-20
L
L

Int
-50 -40
I
In2
-14 -12

-60
L

-16

-70
L

betal beta2
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Commentaires

@ Pour les données 1, on voit que L£,(S) — 0 lorsque  — 0o = I'emv
n'existe pas.
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Commentaires

@ Pour les données 1, on voit que L£,(S) — 0 lorsque  — 0o = I'emv
n'existe pas.

@ Pour les données 2, la vraisemblance admet un maximum unique.

@ R nous prévient qu'il y a un probléme pour le premier jeu de données :

> modell <- glm(Y~X-1,data=nuagel,family=binomial)
Messages d’avis :
1: In glm.fit(x = X, y = Y, weights = weights, start = start,
etastart = etastart,
1’algorithme n’a pas convergé
2: In glm.fit(x = X, y = Y, weights = weights, start = start,
etastart = etastart,
des probabilités ont été ajustées numériquement a O ou 1
> modell$converged
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Commentaires

@ Pour les données 1, on voit que L£,(S) — 0 lorsque  — 0o = I'emv
n'existe pas.

@ Pour les données 2, la vraisemblance admet un maximum unique.

@ R nous prévient qu'il y a un probléme pour le premier jeu de données :

> modell <- glm(Y~X-1,data=nuagel,family=binomial)
Messages d’avis :
1: In glm.fit(x = X, y = Y, weights = weights, start = start,
etastart = etastart,
1’algorithme n’a pas convergé
2: In glm.fit(x = X, y = Y, weights = weights, start = start,
etastart = etastart,
des probabilités ont été ajustées numériquement a O ou 1
> modell$converged

@ Pour le second, tout se passe bien...
> model2 <- glm(Y~X-1,data=nuage2,family=binomial)

> model2$converged
[1] TRUE
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@ Les cas ou I'estimation ne se passe pas bien ont une caractéristique
commune : les modalités de Y sont parfaitement séparées selon les
valeurs de X.
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@ Les cas ou I'estimation ne se passe pas bien ont une caractéristique
commune : les modalités de Y sont parfaitement séparées selon les
valeurs de X.

@ Les problémes d'estimation interviennent dans des situations similaires
a celles-ci.

@ Albert et Anderson (1984) ont précisé cette notion de séparabilité.
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@ Les cas ou I'estimation ne se passe pas bien ont une caractéristique
commune : les modalités de Y sont parfaitement séparées selon les
valeurs de X.

@ Les problémes d'estimation interviennent dans des situations similaires
a celles-ci.

@ Albert et Anderson (1984) ont précisé cette notion de séparabilité.

Un nuage de points (x1,¥1), ..., (Xn, ¥n) avec x; € RP et y; € {0,1} est
dit :
e complétement séparable si 35 € RP : Vi tel que Y; =1o0na x/ >0
et Vi tel que Y; =0o0nax/5 <0;
@ quasi-complétement séparable si 35 € RP : Vi tel que Y;=1o0n a
x/3>0,Vitel que Y =0o0nax/3<0et{i:x/3=0}#0;
@ en recouvrement s'il n'est ni complétement séparable ni
quasi-complétement séparable.

y
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Figure — Exemple de séparabilité compléte (gauche), quasi-complité (milieu) et de
recouvrement (droite).
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Existence de |'emv

Théoréme [Albert and Anderson, 1984]

@ Si le nuage de points est complétement séparable ou
quasi-complétement séparable alors I'estimateur du maximum de
vraisemblance n’existe pas.

@ Si le nuage de points est en recouvrement alors I'estimateur du
maximum de vraisemblance existe et est unique.
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vraisemblance n’existe pas.

@ Si le nuage de points est en recouvrement alors I'estimateur du
maximum de vraisemblance existe et est unique.

@ Il est important de réaliser que dans la plupart des cas réels, les
données ne sont pas séparées.
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Existence de |'emv

Théoréme [Albert and Anderson, 1984]

@ Si le nuage de points est complétement séparable ou
quasi-complétement séparable alors I'estimateur du maximum de
vraisemblance n’existe pas.

@ Si le nuage de points est en recouvrement alors I'estimateur du
maximum de vraisemblance existe et est unique.

@ Il est important de réaliser que dans la plupart des cas réels, les
données ne sont pas séparées.

o Par conséquent, dans la plupart des cas réels, I'emv existe et est
unique.

@ Neécessité de trouver des algorithmes itératifs qui vont converger vers
I'emv.
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© Estimation des paramétres

o L'algorithme IRLS
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@ L'approche consiste a trouver une suite (5()),cn de vecteurs de RP
qui converge vers |'estimateur du maximum de vraisemblance 3,,.

e On rappelle que, si il existe, 3, est solution de I'équation de score et
vérifie donc

5(8) = VL, (B) = 0. (5)
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@ L'approche consiste a trouver une suite (5()),cn de vecteurs de RP
qui converge vers |'estimateur du maximum de vraisemblance 3,,.

e On rappelle que, si il existe, 3, est solution de I'équation de score et
vérifie donc

5(8) = VLy(B) = 0. (5)

e Soit A) un vecteur de RP. Un développement de Taylor a I'ordre 1
donne I"approximation

S(Bn) = S(BM)) + A(BM) (B, — BN (6)

o A(BK)) désigne la matrice héssienne de la log-vraisemblance au
point S(k) -
A(BM) = V2La(BY)) = —X Wy X

o lci Wy désigne la matrice diagonale n x n de terme général
pﬁ(k) (X,')(l — Pﬁ(k) (X,')), i = ].7 Lo, n.
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@ Si X est de plein rang alors A(3(K)) est inversible et on obtient en
combinant (5) et (6)

B~ B — ATL(B1) S (5K,
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@ Si X est de plein rang alors A(3(K)) est inversible et on obtient en
combinant (5) et (6)

B~ B — ATL(B1) S (5K,

o Ce qui suggeére d'utiliser la formule de récurrence

gty = g — A=1(509)5(519).

L. Rouviére (Université Rennes 2) 129 / 353



@ Si X est de plein rang alors A(3(K)) est inversible et on obtient en
combinant (5) et (6)

B~ B — ATL(B1) S (5K,

o Ce qui suggeére d'utiliser la formule de récurrence

gty = g — A=1(509)5(519).

e D'on l'algorithme :

Algorithme IRLS

Q@ Initialisation : 3®, k < — 1

@ Répéter jusqu'a convergence (S5t ~ Bk et/ou L,(8*1) ~ L£,(8%))
0 UM <~ 4 A-1()(aM).
Q@ k<—- k+1
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Pourquoi IRLS?

@ La formule de récurrence de I'algorithme de maximisation peut se
réécrire
U = B+ (X W X)TIXI(Y — Py
= (X' W0X) "X Wi (XBY) + Wi ™ (Y — Pyn)
= (X'Wy0X)~ IX/ka)Z(k),
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@ La formule de récurrence de I'algorithme de maximisation peut se
réécrire
B = B0 1 (X Wy X)TIX/(Y — Pyeo)
(X Wis00X) X Wiy (XBX) + Wiy ™ (Y — Pyewy)
= (X'Wy0X)~ IX/ka)Z(k),

o Ak+1) s'obtient en effectuant la régression pondérée du vecteur Z(K)
par la matrice X, d'ou le nom de "lterative Reweighted Least Square"
(IRLS) pour cet algorithme.
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Pourquoi IRLS?

@ La formule de récurrence de I'algorithme de maximisation peut se
réécrire
U = B+ (X W X)TIXI(Y — Py
= (X' W0X) "X Wi (XBY) + Wi ™ (Y — Pyn)
= (X'Wy0X)~ IX/ka)Z(k),

o Ak+1) s'obtient en effectuant la régression pondérée du vecteur Z(K)
par la matrice X, d'ou le nom de "lterative Reweighted Least Square"
(IRLS) pour cet algorithme.

@ Les poids Wi dépendent de X et B(K) et sont réévalués a chaque
étape de I'algorithme.
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© Estimation des paramétres

o Comportement asymptotique de I'emv
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Propriétés générales de |'emv

@ N'ayant pas d'écriture explicite pour I'emv, il est "difficile" d'étudier
les propriétés de I'emv pour le modéle logistique (contrairement au
modéle linéaire gaussien).
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@ N'ayant pas d'écriture explicite pour I'emv, il est "difficile" d'étudier
les propriétés de I'emv pour le modéle logistique (contrairement au
modéle linéaire gaussien).

@ Néanmoins on sait que, sous certaines hypothéses de régularité, I'emv
0, d'un paramétre 0 vérifie certaines propriétés asymptotiques :
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Propriétés générales de |'emv

@ N'ayant pas d'écriture explicite pour I'emv, il est "difficile" d'étudier
les propriétés de I'emv pour le modéle logistique (contrairement au
modéle linéaire gaussien).

@ Néanmoins on sait que, sous certaines hypothéses de régularité, I'emv
0, d'un paramétre 0 vérifie certaines propriétés asymptotiques :

© Consistance : 0, Py lorsque n — oo
@ Normalité asymptotique :
Vi, —0) 5 N0, Z(0)™Y)

ol Z(6) désigne la matrice d'information de Fisher du modéle au point
6.
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Comportement asympotique de I'emv

Théoréme [Fahrmeir and Kaufmann, 1985]
On suppose que :

@ les x;,i =1,...,n prennent leurs valeurs dans une partie compacte de
RP;

o la plus petite valeur propre Apmin (X'X) tend vers o0 lorsque n — oo.
Alors

v
L. Rouviére (Université Rennes 2) 133 / 353



Comportement asympotique de I'emv

Théoréme [Fahrmeir and Kaufmann, 1985]
On suppose que :

@ les x;,i =1,...,n prennent leurs valeurs dans une partie compacte de
RP;

o la plus petite valeur propre Apmin (X'X) tend vers o0 lorsque n — oo.
Alors

@ 'estimateur du maximum de vraisemblance existe asymptotiquement,
c'est-a-dire qu'il existe une suite {$,}, de variables aléatoires

lim P(S,(3,) =0)=1.

n—o0
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Comportement asympotique de I'emv

Théoréme [Fahrmeir and Kaufmann, 1985]
On suppose que :

@ les x;,i =1,...,n prennent leurs valeurs dans une partie compacte de
RP;

o la plus petite valeur propre Apmin (X'X) tend vers o0 lorsque n — oo.
Alors

@ 'estimateur du maximum de vraisemblance existe asymptotiquement,
c'est-a-dire qu'il existe une suite {$,}, de variables aléatoires

A

lim P(Sh(5n)

n—o0

0) = 1.

Q la suite {B,,},, est convergente : /3, Lt 8.
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Comportement asympotique de I'emv

Théoréme [Fahrmeir and Kaufmann, 1985]

On suppose que :
@ les x;,i =1,...,n prennent leurs valeurs dans une partie compacte de
RP;
o la plus petite valeur propre Apmin (X'X) tend vers o0 lorsque n — oo.
Alors

@ 'estimateur du maximum de vraisemblance existe asymptotiquement,
c'est-a-dire qu'il existe une suite {$,}, de variables aléatoires

lim P(S,(3,) =0)=1.

n—o0

Q la suite {B,,},, est convergente : /3, Lt 8.

(s {Bn}n est asymptotiquement normal :

5 £ —
Vn(Bn = B) = N(0,Z(8) ™). ]




Critique des hypothéses

Le théoréme précédent repose sous deux hypothéses.
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Critique des hypothéses

Le théoréme précédent repose sous deux hypothéses.

@ La compacité de I'espace des régresseurs n'est pas une hypothése
restrictive (En pratique, les valeurs des variables explicatives varient le
plus souvent dans une partie compacte de RP).

L. Rouviére (Université Rennes 2) 134 / 353



Critique des hypothéses

Le théoréme précédent repose sous deux hypothéses.

@ La compacité de I'espace des régresseurs n'est pas une hypothése
restrictive (En pratique, les valeurs des variables explicatives varient le
plus souvent dans une partie compacte de RP).

@ La seconde hypothése implique que I'information (au sens de Fisher)
sur le paramétre 8 augmente lorsque le nombre d'observations tend
vers +00. Elle est nécessaire pour augmenter la précision (en terme de
diminution de la variance) de |'estimateur f3, lorsque le nombre
d'observations augmente avec n.
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Information de Fisher

@ Le théroréme précédent n'est pas exploitable tel quel pour construire
des intervalles de confiance ou des procédures de tests sur les
paramétres du modéle
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Information de Fisher

@ Le théroréme précédent n'est pas exploitable tel quel pour construire
des intervalles de confiance ou des procédures de tests sur les
paramétres du modéle (I'information de Fisher Z(/3) dépend du
paramétre /3 qui est inconnu).
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Information de Fisher

@ Le théroréme précédent n'est pas exploitable tel quel pour construire
des intervalles de confiance ou des procédures de tests sur les
paramétres du modéle (I'information de Fisher Z(/3) dépend du
paramétre /3 qui est inconnu).

@ On remarque que

L

(B — BY nZ(B)(Bn — B) = (Bn — B)Zn(B)(Bn — B) = X2,

ol Z,(3) désigne I'information de Fisher relative a I'ensemble des
observations.
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Information de Fisher

@ Le théroréme précédent n'est pas exploitable tel quel pour construire
des intervalles de confiance ou des procédures de tests sur les
paramétres du modéle (I'information de Fisher Z(/3) dépend du
paramétre /3 qui est inconnu).

@ On remarque que

L

(B — BY nZ(B)(Bn — B) = (Bn — B)Zn(B)(Bn — B) = X2,

ol Z,(3) désigne I'information de Fisher relative a I'ensemble des
observations.

Propriété

In(8) = —E[V2La(B)] = X' WsX.
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Loi des estimateurs

@ On estime Z,(p) par
S
5 = Tn(Bn) = X'W; X.
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Loi des estimateurs

@ On estime Z,(p) par
S
5 = Tn(Bn) = X'W; X.

@ On déduit de la convergence en probabilité de B, vers 3 et des
opérations classiques sur la convergence en loi (Slutsky) que

(B — BYS(Bn— B) 5 X2 ]
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Loi des estimateurs

@ On estime Z,(p) par
S
5 = Tn(Bn) = X'W; X.

@ On déduit de la convergence en probabilité de B, vers 3 et des
opérations classiques sur la convergence en loi (Slutsky) que

(B — BYS(Bn— B) 5 X2 ]

Propriété

On désigne par &1-2 je jéme terme de la diagonale de =1, On a alors

/\. - i 2 A. - .

M LY X3 ou encore 5 = b 5 N(0,1).
. 0-.
- j
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Intervalles de confiance et tests

@ Intervalle de confiance de niveau 1 — o pour f; :

IC1—a(B)) = [Bj — t1—a/26; Bj + t1-026]]

oll ty_q /o désigne le quantile d’ordre 1 — ar/2 de la loi N(0,1).
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Intervalles de confiance et tests

@ Intervalle de confiance de niveau 1 — o pour f; :

IC1—a(B)) = [Bj — t1—a/26; Bj + t1-026]]

oll ty_q /o désigne le quantile d’ordre 1 — ar/2 de la loi N(0,1).

@ Test (asymptotique) de nullité d'un paramétre au niveau « :
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Intervalles de confiance et tests

@ Intervalle de confiance de niveau 1 — o pour f; :
IC1—a(B)) = [Bj — t1—a/26; Bj + t1-026]]
oll ty_q /o désigne le quantile d’ordre 1 — ar/2 de la loi N(0,1).
@ Test (asymptotique) de nullité d'un paramétre au niveau « :
e Hy:B; =0 contre Hy : 8; #0.

o Sous Ho, T = [3;/8; suit (approximativement) une loi A/(0,1).

o On rejette Hy si Tops > U1—qa)2-
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Exemple

On reprend les données sur les pannes de machines.

> model <- glm(etat”™.,data=panne,family=binomial)

@ On obtient les tests de nullité des paramétres avec la fonction
summary :

> summary (model)

Coefficients:
Estimate Std. Error z value Pr(>|z])
(Intercept) 0.47808 0.83301 0.574 0.566

age 0.01388 0.09398  0.148 0.883
marqueB -0.41941 0.81428 -0.515 0.607
marqueC -1.45608 1.05358 -1.382 0.167
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Exemple

On reprend les données sur les pannes de machines.

> model <- glm(etat”™.,data=panne,family=binomial)

@ On obtient les tests de nullité des paramétres avec la fonction
summary :

> summary (model)

Coefficients:
Estimate Std. Error z value Pr(>|zl|)
(Intercept) 0.47808 0.83301 0.574 0.566

age 0.01388 0.09398  0.148 0.883
marqueB -0.41941 0.81428 -0.515 0.607
marqueC -1.45608 1.05358 -1.382 0.167

@ Pour les intervalles de confiance, on utilise confint :

> confint (model)
2.5 % 97.5 %
(Intercept) -1.1418097 2.2222689

age -0.1721209 0.2086368
marqueB -2.0793170 1.1657128
marqueC -3.7421379 0.5176220
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Test de nullité de g coefficients

@ Tester la nullité d'un paramétre n'est pas suffisant.
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Test de nullité de g coefficients

@ Tester la nullité d'un paramétre n'est pas suffisant.

@ Comment tester la nullité de tous les paramétres (a I'exception de la
constante) ? Equivalent du test de Fisher en régression linéaire.
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Test de nullité de g coefficients

@ Tester la nullité d'un paramétre n'est pas suffisant.

@ Comment tester la nullité de tous les paramétres (a I'exception de la
constante) ? Equivalent du test de Fisher en régression linéaire.

@ Comment tester |'effet d’une variable explicative qualitative ?
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Test de nullité de g coefficients

@ Tester la nullité d'un paramétre n'est pas suffisant.

@ Comment tester la nullité de tous les paramétres (a I'exception de la
constante) ? Equivalent du test de Fisher en régression linéaire.

@ Comment tester |'effet d’une variable explicative qualitative ? Pour
tester |'effet de la variable marque, on teste la nullité simultanée des
coefficients du modéle associé a cette variable
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Test de nullité de g coefficients

o Tester la nullité d'un paramétre n'est pas suffisant.

@ Comment tester la nullité de tous les paramétres (a I'exception de la
constante) ? Equivalent du test de Fisher en régression linéaire.

@ Comment tester |'effet d’une variable explicative qualitative ? Pour
tester |'effet de la variable marque, on teste la nullité simultanée des
coefficients du modéle associé a cette variable

Necessité de développer des procédures de tests permettant de tester des
hypothéses du genre :

Hy:p1=...=p4=0 contre Hy:3je{l,...,q}:6;#0.
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Test de Wald

o |l est basé sur le résultat :
c

(Ba— BYE(Bn — B) = X3
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Test de Wald

o |l est basé sur le résultat :
c

(Ba— BYE(Bn — B) = X3

@ On désigne par B,(,q) les g premiéres composantes de 3, et ¥(9) |a
matrice g X g comprenant les g premiéres lignes et colonnes de X.. On
a alors :

(B,(,q) _ ﬂ(q))/i(q)(ﬁ“r(ﬂ) — @) £ X?r
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Test de Wald

o |l est basé sur le résultat :
c

(Ba— BYE(Bn — B) = X3

@ On désigne par B,(,q) les g premiéres composantes de 3, et ¥(9) |a
matrice g X g comprenant les g premiéres lignes et colonnes de X.. On
a alors : .
(5’(161) _ ﬂ(Q))’z(Q)(ﬁr(ﬂ) _ 5(61)) £ Xg-
@ On déduit que sous Hy

5(q)<(q) Alq) L
Bla)s(a)gla) & X%-
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Test de Wald

o |l est basé sur le résultat :
c

(Ba— BYE(Bn — B) = X3

@ On désigne par B,(,q) les g premiéres composantes de 3, et ¥(9) |a
matrice g X g comprenant les g premiéres lignes et colonnes de X.. On

a alors : A A A .
(ﬁI(fI) _ ﬂ(Q))’z(Q)(ﬁr(ﬂ) _ ﬁ(q)) £ X?;-

@ On déduit que sous Hy

5(q)<(q) Alq) L
Bla)s(a)gla) & Xﬁ-

@ On rejette I'hypothése nulle si la valeur observée de la statistique de
test ci dessus est supérieure au quantile d'ordre 1 — « de la loi Xf,.
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Test de déviance ou du rapport de vraisemblance

@ |dée : on note By, I'emv contraint sous Hy. Si Hp est vraie, on doit
avoir

A A

/BHO ~ Bn et E”(BHQ) ~ ['n(ﬁn)
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Test de déviance ou du rapport de vraisemblance

@ |dée : on note By, I'emv contraint sous Hy. Si Hp est vraie, on doit
avoir

A A ~ A

/BHO ~ /Bn et E”(BHQ) ~ ['n(ﬁn)

@ Plus précisément, on montre que sous Hy,

2(Ln(Bn) = La(Bro)) 5 X2
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Test de déviance ou du rapport de vraisemblance

@ |dée : on note By, I'emv contraint sous Hy. Si Hp est vraie, on doit
avoir

A A ~ A

/BHO ~ /Bn et E”(BHQ) ~ ['n(ﬁn)

@ Plus précisément, on montre que sous Hy,

2(£n(Bn) - (BHo)) 5 Xq

@ On rejette I'hypothése nulle si la valeur observée de la statistique de
test ci dessus est supérieure au quantile d'ordre 1 — « de la loi X<2;-
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o |dée : on note BHO |'emv contraint sous Hp. Si Hp est vraie, on doit
avoir S(BH,) = VLn(bo) =~ 0.
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o |dée : on note BHO |'emv contraint sous Hp. Si Hp est vraie, on doit
avoir S(BH,) = VLn(bo) =~ 0.

@ Plus précisément, on montre que sous Hy,
S(Bry) S-S (Bry) 5\
(ﬁHo) Ho (ﬁHo) - Xq7

ou ZHo = XW,;

0, X
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o |dée : on note BHO |'emv contraint sous Hp. Si Hp est vraie, on doit
avoir S(BH,) = VLn(bo) =~ 0.

@ Plus précisément, on montre que sous Hy,
A & —1lerd L
S(BHo),ZHO]-S(ﬁHo) - X?p
ou ZHo = XWﬁAHOX'

@ On rejette I'hypotheése nulle si la valeur observée de la statistique de
test ci dessus est supérieure au quantile d'ordre 1 — « de la loi X<27-

L. Rouviére (Université Rennes 2) 142 / 353



Récaptitulatif

Test du rapport de vraisemblance

Test de Wald

Test du score

Log-vraisemblance

.
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Exemple sous R

@ On peut tester I'effet des variables sour R avec la fonction Anova du
package car :
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Exemple sous R

@ On peut tester I'effet des variables sour R avec la fonction Anova du
package car :

@ Pour le test de Wald :

> library(car)
> Anova(model,type=3,test.statistic="Wald")
Analysis of Deviance Table (Type III tests)

Response: etat
Df Chisq Pr(>Chisq)

(Intercept) 1 0.3294 0.5660
age 1 0.0218 0.8826
marque 2 1.9307 0.3809

Residuals 29
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Exemple sous R

@ On peut tester I'effet des variables sour R avec la fonction Anova du
package car :

@ Pour le test de Wald :

> library(car)
> Anova(model,type=3,test.statistic="Wald")
Analysis of Deviance Table (Type III tests)

Response: etat
Df Chisq Pr(>Chisq)

(Intercept) 1 0.3294 0.5660
age 1 0.0218 0.8826
marque 2 1.9307 0.3809

Residuals 29

@ Pour le test du rapport de vraisemblance :

> Anova(model,type=3,test.statistic="LR")
Analysis of Deviance Table (Type III tests)

Response: etat

LR Chisq Df Pr(>Chisq)
age 0.02189 1 0.8824
marque 2.09562 2 0.3507
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@ Sous SAS, on utilise la proc logistic

proc logistic data=Tpl_panne descending;
class marque;

model panne= age marque;

run;
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L. Rouviére

iversité Rennes 2)

Le Systeme SAS

Procédure LOGISTIC

Statistiques d'ajustement du
modele

Constante

Constante et

Critére | uniquement | covariables
AIC 47.717 51.502
SC 49.214 57.488
-2 Log 45.717 43.502

Test de I'hypothése nulle globale : BETA=0

Test Khi-2 | DDL | Pr > Khi-2
Rapport de vrais | 2.2152 3 0.5290
Score 2.1630 3 0.5393
‘Wald 2.0333 3 0.5655
Analyse des effets Type 3
Khi-2

Effet DDL | de Wald | Pr > Khi-2

age 1| 0.0218 0.8826

marque 2 1.9306 0.3809

06:43 mardi, janvier 14, 2014

146 / 353



L. Rouviére

Le Systeme SAS

Procédure LOGISTIC

iversité Rennes 2)

Estimations par I'analyse du maximum de vraisemblance
Valeur | Erreur Khi-2
Paramétre DDL | estimée type | de Wald | Pr > Khi-2
Intercept 1| -0.1471| 0.6265| 0.0551 0.8144
age 1| 0.0139| 0.0940| 0.0218 0.8826
marque 0 1| 06252| 0.5344| 1.3684 0.2421
marque 1 1| 0.2058| 0.4907 0.1758 0.6750
Estimations des rapports de cotes
Valeur
estimée | Intervalle de confiance
Effet du point de Wald a 95 %
age 1.014 0.843 1.219
marque 0 vs 3 4.289 0.544 33.820
marque 1 vs 3 2.820 0.407 19.544

06:50 mardi, janvier 14, 2014
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Troisiéme partie |l

Sélection-"validation" de modéles
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© Quelques jeux de données

© Sélection-choix de modéles

@ Critéres de choix de modéles
@ Basés sur I'ajustement (AIC-BIC)
@ Basés sur la prévision (probabilité d'erreur)

@ Sélection de variables

© Validation de modeéles
@ Test d’adéquation de la déviance
@ Examen des résidus
@ Points leviers et points influents
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© Quelques jeux de données
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Pannes de machines

@ Un chef d'entreprise souhaite vérifier la qualité d'un type de machines
en fonction de I'dge et de la marque des moteurs. Il dispose

@ d'une variable binaire Y (1 si le moteur a déja connu une panne, 0
sinon) ;

@ d'une variable quantitative age repésentant I'dge du moteur;

© d'une variable qualitative 8 3 modalités marque représentant la marque
du moteur,

L. Rouviére (Université Rennes 2) 153 / 353



Pannes de machines

@ Un chef d'entreprise souhaite vérifier la qualité d'un type de machines
en fonction de I'dge et de la marque des moteurs. Il dispose

@ d'une variable binaire Y (1 si le moteur a déja connu une panne, 0
sinon) ;

@ d'une variable quantitative age repésentant I'dge du moteur;

© d'une variable qualitative 8 3 modalités marque représentant la marque
du moteur,

o et de n = 33 observations :

> panne
etat age marque
4

gD W N
o OO oo
wwaa>=

2
3
9
7
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Role des femmes

e |l s'agit d'une étude effectuée en 1975 aux Etats-Unis. Il s'agit
d'expliquer I'accord/désaccord d'individus avec la phrase

Women should take care of running their homes and leave running the
country up to men

par le sexe et le nombre d'années d'études des répondants.
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e |l s'agit d'une étude effectuée en 1975 aux Etats-Unis. Il s'agit
d'expliquer I'accord/désaccord d'individus avec la phrase

Women should take care of running their homes and leave running the
country up to men

par le sexe et le nombre d'années d'études des répondants.

> data("womensrole",package="HSAUR")
womensrole <- womensrole[-24,]
womensrole[1:5,]

education sex agree disagree

Vv Vv

1 0 Male 4 2
2 1 Male 2 0
3 2 Male 4 0
4 3 Male 6 3
5 4 Male 5 5
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Role des femmes

e |l s'agit d'une étude effectuée en 1975 aux Etats-Unis. Il s'agit
d'expliquer I'accord/désaccord d'individus avec la phrase

Women should take care of running their homes and leave running the
country up to men

par le sexe et le nombre d'années d'études des répondants.

> data("womensrole",package="HSAUR")
womensrole <- womensrole[-24,]
womensrole[1:5,]

education sex agree disagree

Vv Vv

1 0 Male 4 2
2 1 Male 2 0
3 2 Male 4 0
4 3 Male 6 3
5 4 Male 5 5

Remarque

On est en présence de données répétées.
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Maladie cardiovasculaire

o |l s'agit d'expliquer la présence/absence d'une maladie cardiovasculaire
(chd) par 9 variables. On dispose de n = 462 individus.
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Maladie cardiovasculaire

o |l s'agit d'expliquer la présence/absence d'une maladie cardiovasculaire
(chd) par 9 variables. On dispose de n = 462 individus.

> data(SAheart,package="bestglm")
SAheart[1:5,]
sbp tobacco 1dl adiposity famhist typea obesity alcohol age chd

\'

1 160 12.00 5.73 23.11 Present 49 25.30 97.20 52 1
2 144 0.01 4.41 28.61 Absent 55 28.87 2.06 63 1
3 118 0.08 3.48 32.28 Present 52 29.14 3.81 46 O
4 170 7.50 6.41 38.03 Present 51 31.99 24.26 58 1
5 134 13.60 3.50 27.78 Present 60 25.99 57.34 49 1
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© Sélection-choix de modeéles
@ Critéres de choix de modéles

@ Sélection de variables
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Le probléme de sélection/choix de modéles est ici abordé sous 2 angles
(différents mais pas nécessairement indépendants) :
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Le probléme de sélection/choix de modéles est ici abordé sous 2 angles
(différents mais pas nécessairement indépendants) :

@ On est en présence de My, ..., M, modéles et on se pose le
probléme d'en choisir un.

o |l n'existe pas de critére universel permettant de définir la notion de meilleur
modéle.

e On parlera toujours de meilleur modéle par rapport a un critére donné.

e On présentera deux types de critére :

e ajustement du modéle (vraisemblances pénalisées)
@ capacité de prédiction du modéle
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Le probléme de sélection/choix de modéles est ici abordé sous 2 angles
(différents mais pas nécessairement indépendants) :

@ On est en présence de My, ..., M, modéles et on se pose le
probléme d'en choisir un.

o Il n'existe pas de critére universel permettant de définir la notion de meilleur
modéle.

o On parlera toujours de meilleur modele par rapport a un critére donné.

e On présentera deux types de critére :

e ajustement du modéle (vraisemblances pénalisées)
@ capacité de prédiction du modéle

@ Etant données Y une variable a expliquer et Xi, ..., X, p variables
explicatives, comment sélectionner automatiquement un modéle
logistique ?
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Le probléme de sélection/choix de modéles est ici abordé sous 2 angles
(différents mais pas nécessairement indépendants) :

@ On est en présence de My, ..., M, modéles et on se pose le
probléme d'en choisir un.

o Il n'existe pas de critére universel permettant de définir la notion de meilleur
modéle.

o On parlera toujours de meilleur modele par rapport a un critére donné.

e On présentera deux types de critére :

e ajustement du modéle (vraisemblances pénalisées)
@ capacité de prédiction du modéle

@ Etant données Y une variable a expliquer et Xi, ..., X, p variables
explicatives, comment sélectionner automatiquement un modéle
logistique ?

Il s'agit de trouver automatiquement un sous-groupe des variables
explicatives permettant d'expliquer Y. On parle de sélection de variables.
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© Sélection-choix de modéles

@ Critéres de choix de modéles
@ Basés sur I'ajustement (AIC-BIC)
@ Basés sur la prévision (probabilité d'erreur)
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Tests entre modéles emboités

o Afin de simplifier les notations, on supposera que I'on est en présence
de deux modéles candidats M7 et M>.
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o Afin de simplifier les notations, on supposera que I'on est en présence
de deux modéles candidats M7 et M>.

@ Nous nous placons dans le cas particulier ot le modéle M est
emboité dans My (M est un cas particulier de M>).

M1 et M sont respectivement définis par

logit pg(x) = B1x1 + Baxz + B3x3 + Paxa

logit pg(x) = Bix1 + Poxa.
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Tests entre modéles emboités

o Afin de simplifier les notations, on supposera que I'on est en présence
de deux modéles candidats M7 et M>.

@ Nous nous placons dans le cas particulier ot le modéle M est
emboité dans My (M est un cas particulier de M>).

M1 et M sont respectivement définis par

logit pg(x) = B1x1 + Baxz + B3x3 + Paxa

logit pg(x) = Bix1 + Poxa.

Un moyen naturel de comparer M; et M5 consiste a tester

Ho:B3=084=0 contre Hj:p37#0ou B4 #0.




@ Plus généralement, considérons Mj et My deux modéles logistiques a
p1 et po paramétres tels que Mj est emboité dans M.
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@ Plus généralement, considérons Mj et My deux modéles logistiques a
p1 et po paramétres tels que Mj est emboité dans M.

@ Tester M contre M revient A tester la nullité des coefficients de
M que ne sont pas dans M.

@ On sait faire... On peut mettre en oeuvre un test de Wald, du rapport
de vraisemblance ou du score.
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@ Plus généralement, considérons Mj et My deux modéles logistiques a
p1 et po paramétres tels que Mj est emboité dans M.

@ Tester M contre M revient A tester la nullité des coefficients de
M que ne sont pas dans M.

@ On sait faire... On peut mettre en oeuvre un test de Wald, du rapport
de vraisemblance ou du score.

@ Sous Hy ces 3 statistiques de test suivent une loi du X;272—p1'
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Exemple

@ Pour le probléme sur la maladie cardiovasculaire, on souhaite comparer

les modéles
> modell <- glm(chd~tobacco+famhist,data=SAheart,family=binomial)

> model2 <- glm(chd~tobacco+famhist+adiposity+alcohol,data=SAheart,
family=binomial)

a l'aide d'un test de rapport de vraisemblance.
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Exemple

@ Pour le probléme sur la maladie cardiovasculaire, on souhaite comparer
les modéles
> modell <- glm(chd~tobacco+famhist,data=SAheart,family=binomial)
> model2 <- glm(chd~tobacco+famhist+adiposity+alcohol,data=SAheart,
family=binomial)
a l'aide d'un test de rapport de vraisemblance.

@ On peut calculer la probabilité critique a la main
> stat <- 2x(logLik(model2)-logLik(modell))
> stat[1]
[1] 11.11016
> 1-pchisq(stat,df=length(model2$coef)-length(modeli$coef))
[1] 0.003867751
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Exemple

@ Pour le probléme sur la maladie cardiovasculaire, on souhaite comparer

les modéles

> modell <- glm(chd~tobacco+famhist,data=SAheart,family=binomial)

> model2 <- glm(chd~tobacco+famhist+adiposity+alcohol,data=SAheart,
family=binomial)

a l'aide d'un test de rapport de vraisemblance.

@ On peut calculer la probabilité critique a la main
> stat <- 2x(logLik(model2)-logLik(modell))
> stat[1]
[1] 11.11016
> 1-pchisq(stat,df=length(model2$coef)-length(modeli$coef))
[1] 0.003867751

@ Ou directement avec la fonction anova
> anova(modell,model2,test="LRT")
Analysis of Deviance Table

Model 1: chd ™ tobacco + famhist

Model 2: chd ™ tobacco + famhist + adiposity + alcohol
Resid. Df Resid. Dev Df Deviance Pr(>Chi)

1 459 524.58

2 457 513.47 2 11.11 0.003868 *x*
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AIC-BIC

o Idée : utiliser la vraisemblance pour comparer M7 et M>.
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o Idée : utiliser la vraisemblance pour comparer M7 et M>.

Probléme

Si M1 C My alors £,(51) < Ln(B2) ot B désigne I'emv du modele
M;,j=12.
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AIC-BIC

o Idée : utiliser la vraisemblance pour comparer M7 et M>.

Probléme

Si M1 C My alors £,(51) < Ln(B2) ot B désigne I'emv du modele
M;,j=12.

o Conséquence : la vraisemblance sélectionnera toujours le modéle le
plus complexe.

Pénaliser la vraisemblance par la complexité du modéle.
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Soit M un modéle logistique a p paramétres. On note 3, I'emv des
paramétres du modéle.

@ L'AIC (Akaike Information Criterion) du modéle M est défini par
AIC(M) = —2L,(8n) + 2p.

@ Le BIC (Bayesian Information Criterion) du modéle M est défini par

BIC(M) = —2L,(3,) + plog n.
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Soit M un modéle logistique a p paramétres. On note 3, I'emv des
paramétres du modéle.

@ L'AIC (Akaike Information Criterion) du modéle M est défini par
AIC(M) = —2L,(8n) + 2p.
@ Le BIC (Bayesian Information Criterion) du modéle M est défini par

BIC(M) = —2Ln(B,) + plog n.

@ Le modéle retenu sera celui qui minimise I'AlIC ou le BIC.

@ logn > 2 (pour n > 8) BIC aura tendance a choisir des modéles plus
parcimonieux que AlC.

L. Rouviére (Université Rennes 2) 163 / 353



Exemple

@ On considére les mémes modéles que precédemment :

> modell <- glm(chd~tobacco+famhist,data=SAheart,family=binomial)
> model2 <- glm(chd~tobacco+famhist+adiposity+alcohol,data=SAheart,
family=binomial)
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Exemple

@ On considére les mémes modéles que precédemment :

> modell <- glm(chd~tobacco+famhist,data=SAheart,family=binomial)
> model2 <- glm(chd~tobacco+famhist+adiposity+alcohol,data=SAheart,

family=binomial)

@ On les compare en terme d'AlC et de BIC.

> c(AIC(modell) ,AIC(model2))
[1] 530.5759 523.4657
> c(BIC(modell) ,BIC(model2))
[1] 542.9826 544.1436
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Exemple

@ On considére les mémes modéles que precédemment :

> modell <- glm(chd~tobacco+famhist,data=SAheart,family=binomial)
> model2 <- glm(chd~tobacco+famhist+adiposity+alcohol,data=SAheart,

family=binomial)

@ On les compare en terme d'AlC et de BIC.

> c(AIC(modell) ,AIC(model2))
[1] 530.5759 523.4657
> c(BIC(modell) ,BIC(model2))
[1] 542.9826 544.1436

AIC sélectionne model?2 tandis que BIC sélectionne model1.
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Prévision

o L'idée est de chercher & comparer les pouvoirs de prédiction des
modéles concurents et de choisir celui qui prédit le mieux.
o L'approche consiste a définir une régle de classification a partir d'un
modeéle logistique :
g :RP - {0,1}
qui & une valeur observée des variables explicatives associe une valeur
prédicte pour Y.
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Prévision

o L'idée est de chercher & comparer les pouvoirs de prédiction des
modéles concurents et de choisir celui qui prédit le mieux.

o L'approche consiste a définir une régle de classification a partir d'un

modeéle logistique :
g :RP - {0,1}

qui & une valeur observée des variables explicatives associe une valeur
prédicte pour Y.

o Il existe plusieurs critéres permettant de mesurer la performance d'une
régle g.

@ Un des critére les plus classiques consiste a chercher a estimer la
probabilité d'erreur

P(&(X) #Y).
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Prévision avec un modéle logistique

e Modéle logistique permettant d'expliquer Y par Xi,..., X, :
logit pg(x) = Bix1 + ... + Bpxp = X'B.
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Prévision avec un modéle logistique

e Modéle logistique permettant d'expliquer Y par Xi,..., X, :
logit pg(x) = Bix1 + ... + Bpxp = X'B.

@ On peut estimer pg(x) par

iy exp(x' )
P3, (X) = —1 n eXp(X’Bn).
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Prévision avec un modéle logistique

e Modéle logistique permettant d'expliquer Y par Xi,..., X, :
logit pg(x) = Bix1 + ... + Bpxp = X'B.

@ On peut estimer pg(x) par

exp(x'3n)
pi () = ZPT)
1+ exp(x'Bn)
@ Un moyen naturel de prédire le label y, .1 d'un nouvel individu x,41
est de poser

o 1 sipg (xny1) >s
Y = ﬂ"
il { 0 sinon.
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Prévision avec un modéle logistique

e Modéle logistique permettant d'expliquer Y par Xi,..., X, :
logit pg(x) = Bix1 + ... + Bpxp = X'B.

@ On peut estimer pg(x) par

iy exp(x' )
P3, (X) = —1 n eXp(X’Bn).

@ Un moyen naturel de prédire le label y, .1 d'un nouvel individu x,41
est de poser
~ 1 sips(Xny1)>s
Yn+1 = { . ﬁ"( " )
0 sinon.

Remarque

Le seuil s doit étre choisi par |'utilisateur. Les logiciels prennent souvent par
défaut s = 0.5.
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Intervalles de confiance pour la probabilité estimée

e Etant donnée un nouvel individu x,1, il peut étre intéressant de
construire un intervalle de confiance pour la probabilité pg(xn+1).
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e Etant donnée un nouvel individu x,1, il peut étre intéressant de
construire un intervalle de confiance pour la probabilité pg(xn+1).

o f3, est (pour n grand) un vecteur gaussien d’espérance [ et de matrice
de variance-covariance Z,(8) 1.
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Intervalles de confiance pour la probabilité estimée

e Etant donnée un nouvel individu x,1, il peut étre intéressant de
construire un intervalle de confiance pour la probabilité pg(xn+1).

o f3, est (pour n grand) un vecteur gaussien d’espérance [ et de matrice
de variance-covariance Z,(8) 1.

@ Par conséquent, x;_ /3, est (pour n grand) une var de loi gaussienne

N (X118, xp41Zn(8)  Xns1)-

En posant 62 = x', ;(X’W:X)"!x,41, on déduit
n+1 B =F

exp(x 1 18n — U1—0,6) exp(x 1 18n + U1—0,6)
/Cl—a(pB(Xn+l)): ki () - ; feitlai] -

1+ exp(XrlH-l/BAn - ul—az&), 1+ eXp(X,,H_an + ul—azé\-}

@ Remarque : il est possible de construire un IC centré en utilisant la
delta-méthode.
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Un critére de prévision : la probabilité d'erreur

@ On suppose dans cette section que les variables explicatives sont
aléatoires et on note D, = (X1, Y1), ..., (Xn, Yn) un n-échantillon i.i.d
de méme loi que (X, Y).
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Un critére de prévision : la probabilité d'erreur

@ On suppose dans cette section que les variables explicatives sont
aléatoires et on note D, = (X1, Y1), ..., (Xn, Yn) un n-échantillon i.i.d
de méme loi que (X, Y).

@ L'approche consiste a comparer deux modéles M7 et M5 en
comparant les probabilités d'erreur

L(8) =P(&(X)#Y)

des régles de classification issues de ces deux modéles.
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Un critére de prévision : la probabilité d'erreur

@ On suppose dans cette section que les variables explicatives sont
aléatoires et on note D, = (X1, Y1), ..., (Xn, Yn) un n-échantillon i.i.d
de méme loi que (X, Y).

@ L'approche consiste a comparer deux modéles M7 et M5 en
comparant les probabilités d'erreur

L(8) =P(&(X)#Y)

des régles de classification issues de ces deux modéles.

La probabilité L(g) est inconnue et doit &tre estimée. ]
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e Premieére idée : estimer L(g) en

© appliquant la regle £ sur les variables X; pour en déduire une prévision
Y; = &(X;) de la variable Y pour chaque individu.
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e Premieére idée : estimer L(g) en

© appliquant la regle £ sur les variables X; pour en déduire une prévision
Y; = &(X;) de la variable Y pour chaque individu.

A

@ comparant la prévision Y; avec la valeur observée Y;

N R
Ln(&) =~ > Laxzv:
i=1
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e Premieére idée : estimer L(g) en

@ appliquant la régle g sur les variables X; pour en déduire une prévision
Y; = &(X;) de la variable Y pour chaque individu.
@ comparant la prévision Y; avec la valeur observée Y;

N R
Ln(&) =~ > Laxzv:
i=1

Table de confusion

@ On dresse généralement la table de confusion

| | Y=0[V=1]
0 OK E;
1 E; OK

Y
Y

v
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e Premieére idée : estimer L(g) en

@ appliquant la régle g sur les variables X; pour en déduire une prévision
Y; = &(X;) de la variable Y pour chaque individu.
@ comparant la prévision Y; avec la valeur observée Y;

N R
Ln(&) =~ > Laxzv:
i=1

Table de confusion

@ On dresse généralement la table de confusion

| | Y=0[V=1]
Y=0 OK E
Y=1 E; OK
@ La probabilité d'erreur est alors estimée par

N Ei+E
Ly(g) = -

y

L. Rouviére (Université Rennes 2) 169 / 353




@ L,(g) n'est généralement pas un bon estimateur de L(g)
(sous-estimation).

o La loi des grands nombres ne peux s'appliquer car les variables
La(x)v;

ne sont pas indépendantes.

@ Le probléme vient du fait que I'échantillon D,, est utilisé deux fois
(pour calculer g puis pour estimer L(g)).
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@ L,(g) n'est généralement pas un bon estimateur de L(g)
(sous-estimation).

o La loi des grands nombres ne peux s'appliquer car les variables
Le(xy#v;

ne sont pas indépendantes.

@ Le probléme vient du fait que I'échantillon D,, est utilisé deux fois
(pour calculer g puis pour estimer L(g)).

Solution

| \

Découper I'échantillon en deux :
@ un échantillon d'apprentissage utilisé pour calculer la régle g (estimer
les paramétres du modéle logistique).
@ un échantillon test ou de validation utilisé pour estimer la probabilité
d'erreur L(8).

4

L. Rouviére (Université Rennes 2) 170 / 353




La procédure A/V

Estimateur de L(g) par A/V

L'échantillon D, = (X1, Y1), ..., (Xn, Yn) est séparé aléatoirement en deux
sous échantillons :
© un échantillon d'apprentissage Dy = {(X;, Y;),i € J¢} de taille ¢
utilisé pour estimer les paramétres du modéle et en déduire la régle g.

@ un échantillon test ou de validation Dy, = {(Xj, Y;),i € Tm} de taille
m utilisé pour estimer L(g) par

1
La(@) = — > L2y
i€JIm

avec yUJIm={1,...n} et JyNTmn=0.
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La procédure A/V

Estimateur de L(g) par A/V

L'échantillon D, = (X1, Y1), ..., (Xn, Yn) est séparé aléatoirement en deux
sous échantillons :
© un échantillon d'apprentissage Dy = {(X;, Y;),i € J¢} de taille ¢
utilisé pour estimer les paramétres du modéle et en déduire la régle g.

@ un échantillon test ou de validation Dy, = {(Xj, Y;),i € Tm} de taille
m utilisé pour estimer L(g) par

1
Lo(8) = — D La0x)ve
i€JIm

avec yUJIm={1,...n} et JyNTmn=0.

Propriété

L'estimateur L,(&) est un estimateur sans biais de L(g).
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Exemple

On estime la probabilité d'erreur pour deux modéles logistiques concurrents
sur les données concernant la maladie cardiovasculaire.
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Exemple

On estime la probabilité d'erreur pour deux modéles logistiques concurrents
sur les données concernant la maladie cardiovasculaire.

@ Construction des échantillons d'apprentissage et test

n <- nrow(SAheart)

1 <- 250 #taille de 1l’ech d’apprentissage
set.seed(1234)

perm <- sample(n)

dapp <- SAheart[perm[1:1],]

dtest <- SAheart[-perm[1:1],]
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Exemple

On estime la probabilité d'erreur pour deux modéles logistiques concurrents
sur les données concernant la maladie cardiovasculaire.

@ Construction des échantillons d'apprentissage et test
n <- nrow(SAheart)
1 <- 250 #taille de 1l’ech d’apprentissage
set.seed(1234)
perm <- sample(n)
dapp <- SAheart[perm[1:1],]
dtest <- SAheart[-perm[1:1],]
@ Ajustement des modéles sur I'échantillon d’apprentissage.
> modell <- glm(chd~tobacco+famhist,data=dapp,family=binomial)
> model2 <- glm(chd~tobaccot+famhist+adiposity+alcohol,data=dapp,family=binomia
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Exemple

On estime la probabilité d'erreur pour deux modéles logistiques concurrents
sur les données concernant la maladie cardiovasculaire.

@ Construction des échantillons d'apprentissage et test

n <- nrow(SAheart)

1 <- 250 #taille de 1l’ech d’apprentissage
set.seed(1234)

perm <- sample(n)

dapp <- SAheart[perm[1:1],]

dtest <- SAheart[-perm[1:1],]

@ Ajustement des modéles sur I'échantillon d’apprentissage.

> modell <- glm(chd~tobacco+famhist,data=dapp,family=binomial)
> model2 <- glm(chd~tobaccot+famhist+adiposity+alcohol,data=dapp,family=binomia

@ Estimation de la probabilité d'erreur sur |'échantillon test.
> prevl <- round(predict(modell,newdata=dtest,type="response"))

> prev2 <- round(predict(model2,newdata=dtest,type="response"))
>

> mean(prevl!=dtest$chd)

[1] 0.3113208

> mean(prev2!=dtest$chd)

[1] 0.2877358
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@ Un des avantages de la probabilité d'erreur est qu'elle permet de
comparer différents modéles issus de différentes méthodes.

age<49.5

Idi< 6.29 famhistfAbsent

tobaccg< 1.065 adiposity>=31.55
tobaccd< 0.765

age< 31.5 alcoholk 46.08
alcohol>=7.12
.02174 tobaccg>=2.56| 0.128.6667 0O
0.5455 tobaccp< 3.96

0.2857.6667
0 0.4 7

0.064! 889
o 0.090914737
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@ Un des avantages de la probabilité d'erreur est qu'elle permet de
comparer différents modéles issus de différentes méthodes.
@ Construisons par exemple un arbre de classification.

> arbre <- rpart(chd~.,data=dapp)
> plot(arbre)
> text(arbre,pretty=0)

age<49.5

Idi< 6.29 famhistfAbsent

tobaccd< 1.065 adiposity>=31.55
tobaccdg< 0.765

age< 31.5 alcoholk 46.08

alcohol>=7.12
.02174 tobaccg>=2.56| 0.128.6667 0O
0.5455 tobaccp< 3.96

0.2857.6667
0 0.4 7

0.064! 889
o 0.090914737
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@ Et estimons sa probabilité d'erreur sur I'échantillon test

> prev3 <- predict(arbre,newdata=dtest,type="class")
> mean(prev3!=dtest$chd)
[1] 0.3490566
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@ Et estimons sa probabilité d'erreur sur I'échantillon test

> prev3 <- predict(arbre,newdata=dtest,type="class")
> mean(prev3!=dtest$chd)
[1] 0.3490566

Probabilités d'erreur estimées

modéle H logitl ‘ logit2 ‘ arbre
erreur estimée H 0.31 ‘ 0.29 ‘ 0.35
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@ Et estimons sa probabilité d'erreur sur I'échantillon test

> prev3 <- predict(arbre,newdata=dtest,type="class")
> mean(prev3!=dtest$chd)
[1] 0.3490566

Probabilités d'erreur estimées
modéle H logitl ‘ logit2 ‘ arbre

erreur estimée H 0.31 ‘ 0.29 ‘ 0.35

@ Pour ce critére, on privilégiera le second modéle logistique.
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© Sélection-choix de modeéles

@ Sélection de variables
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@ Dans la partie précédente, on a présenté des outils permettant de
comparer des modéles construits.
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@ Dans la partie précédente, on a présenté des outils permettant de
comparer des modéles construits.

@ On se place dans un cadre différent : étant donné p variables
explicatives Xi, ..., Xp, on cherche une procédure automatique
permettant de trouver le "meilleur" sous-groupe de variables a mettre
dans le modéle logistique.
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@ Dans la partie précédente, on a présenté des outils permettant de
comparer des modéles construits.

@ On se place dans un cadre différent : étant donné p variables
explicatives Xi, ..., Xp, on cherche une procédure automatique
permettant de trouver le "meilleur" sous-groupe de variables a mettre
dans le modéle logistique.

(Au moins) 2 raisons peuvent motiver cette démarche :
@ Descriptif : identifier les variables qui permettent d'expliquer la cible.
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@ Dans la partie précédente, on a présenté des outils permettant de
comparer des modéles construits.

@ On se place dans un cadre différent : étant donné p variables
explicatives Xi, ..., Xp, on cherche une procédure automatique
permettant de trouver le "meilleur" sous-groupe de variables a mettre
dans le modéle logistique.

(Au moins) 2 raisons peuvent motiver cette démarche :

@ Descriptif : identifier les variables qui permettent d'expliquer la cible.

@ Statistique : la variance des estimateurs augmente avec le nombre de
paramétres du modéle. Diminuer le nombre de variables permettra
d'avoir des estimateurs plus précis.
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Recherche exhaustive

@ Une approche naturelle est de construire tous les modéles logistiques
(2P) et de retenir celui qui optimise un critére donné (AIC-BIC...).
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Recherche exhaustive

@ Une approche naturelle est de construire tous les modéles logistiques
(2P) et de retenir celui qui optimise un critére donné (AIC-BIC...).

@ Les package leaps permet de faire cela pour la régression linéaire.
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Recherche exhaustive

@ Une approche naturelle est de construire tous les modéles logistiques
(2P) et de retenir celui qui optimise un critére donné (AIC-BIC...).

@ Les package leaps permet de faire cela pour la régression linéaire.

@ Pour le modéle logistique, on peut utiliser le package bestglm.
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Recherche exhaustive

@ Une approche naturelle est de construire tous les modéles logistiques
(2P) et de retenir celui qui optimise un critére donné (AIC-BIC...).

@ Les package leaps permet de faire cela pour la régression linéaire.
@ Pour le modéle logistique, on peut utiliser le package bestglm.

> library(bestglm)
> model4 <- bestglm(dapp,family=binomial,IC="BIC")
Morgan-Tatar search since family is non-gaussian.
> model4$BestModel

Call: glm(formula =y ~ ., family = family, data = Xi, weights = weights)
Coefficients:
(Intercept) 1dl famhistPresent age
-4.29645 0.18650 0.82172 0.05088

Degrees of Freedom: 249 Total (i.e. Null); 246 Residual
Null Deviance: 319.2
Residual Deviance: 267.5 AIC: 275.5
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@ On peut également visualiser les variables retenues dans les meilleurs
modéles pour le critére donné

> model4$BestModels
sbp tobacco 1d1l adiposity famhist typea obesity alcohol age Criterion

1 FALSE FALSE TRUE FALSE TRUE FALSE FALSE FALSE TRUE 284.0427
2 FALSE FALSE TRUE FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE TRUE 286.0520
3 FALSE TRUE TRUE FALSE TRUE FALSE FALSE FALSE TRUE 286.7856
4 FALSE FALSE FALSE FALSE TRUE FALSE FALSE FALSE TRUE 287.3270
5 FALSE FALSE TRUE FALSE TRUE TRUE FALSE FALSE TRUE 287.9329

Lorsque le nombre de variables p est trop grand, balayer tous les modéles
peut se révéler trés couteux en tant de calcul. On a alors recours a des
méthodes pas a pas.
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Méthode pas a pas

L'approche consiste a :

@ construire un modéle initial
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Méthode pas a pas

L'approche consiste a :

@ construire un modéle initial

@ Ajouter (forward) ou supprimer (backward) la variable qui optimise un
critére donné (BIC ou AIC) par exemple.
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Méthode pas a pas

L'approche consiste a :

@ construire un modéle initial

@ Ajouter (forward) ou supprimer (backward) la variable qui optimise un
critére donné (BIC ou AIC) par exemple.

o Répéter le processus jusqu'a un critére d'arrét.
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Technique ascendante utilisant ['AlC

Modele de départ

'

/ Modele en cours = MO
—

AIC MO moins bon
M1 devient MO

Ajout d’un coefficient

|

|

|

|
1

|

|

|

Choix parmi tous les modeles (+ petit AIC)

'

Modele sélectionné =M1

'

Comparaison AIC modele MO et modele M1

\
AIC MO meilleur

l

Modele courant MO retenu
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Exemple sur R

@ La fonction step permet de sélectionner des variables a |'aide de
méthodes pas a pas.

> model_complet <- glm(chd™.,data=dapp,family=binomial)
> model_step <- step(model_complet,direction="backward",k=log(nrow(dapp)))
> model_step

Call: glm(formula = chd ~ 1dl + famhist + age, family = binomial,

data = dapp)
Coefficients:
(Intercept) 1dl famhistPresent age
-4.29645 0.18650 0.82172 0.05088
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© Validation de modeéles
@ Test d’adéquation de la déviance
@ Examen des résidus
@ Points leviers et points influents
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@ Poser un modéle revient a faire une hypothése : la loi de la variable
d'intérét appartient a une famille de loi donnée.
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@ Poser un modéle revient a faire une hypothése : la loi de la variable
d'intérét appartient a une famille de loi donnée.

@ Pour le modéle logistique cette hypothése est que la loi des Y; est une
Bernoulli de paramétre pg(x;) tel que

logit pﬁ(X,') =pFixi1+...+ ﬁpX,'p.
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@ Poser un modéle revient a faire une hypothése : la loi de la variable
d'intérét appartient a une famille de loi donnée.

@ Pour le modéle logistique cette hypothése est que la loi des Y; est une
Bernoulli de paramétre pg(x;) tel que

logit pﬁ(X,') =pFixi1+...+ ﬁpX,'p.

@ Les résultats présentés précédemment sont vrais uniquement sous
cette hypothése. Il faut par conséquent la vérifier.

Les techniques permettant (dans une certaine mesure) de vérifier cette
hypothése sont similaires a celles du modéle de régression linéaire (tests
d'adéquation, étude des résidus...).
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© Validation de modeéles
@ Test d’adéquation de la déviance
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La déviance

@ Idée : se baser sur la vraisemblance. En effet, plus la vraisamblance est
proche de 1, plus le modéle est "proche" des données.
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La déviance

@ Idée : se baser sur la vraisemblance. En effet, plus la vraisamblance est
proche de 1, plus le modéle est "proche" des données.

@ La valeur d'une vraisemblance est difficile a interpréter (elle dépend
notamment du nombre de données).
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La déviance

@ Idée : se baser sur la vraisemblance. En effet, plus la vraisamblance est
proche de 1, plus le modéle est "proche" des données.

@ La valeur d'une vraisemblance est difficile a interpréter (elle dépend
notamment du nombre de données).

o La déviance permet de comparer la vraissmblance du modéle 3 celle
d'un modéle parfait en terme d'adequation aux données : le modéle
saturé.
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Le modéle saturé

@ C'est le modeéle qui ajuste "parfaitement" les observations. Il faut
dissocier les types de données pour le définir.

Données individuelles

On note (x1, Y1), ..., (Xn, Yn) I'échantillon (tous les x; sont différents). Le
modéle saturé modélise la loi des Y; par des Bernoulli de paramétre pga:(x;)
estimés selon Psat(x;) = Yi.
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Le modéle saturé

@ C'est le modeéle qui ajuste "parfaitement" les observations. Il faut
dissocier les types de données pour le définir.

Données individuelles

On note (x1, Y1), ..., (Xn, Yn) I'échantillon (tous les x; sont différents). Le
modéle saturé modélise la loi des Y; par des Bernoulli de paramétre pga:(x;)
estimés selon Psat(x;) = Yi.

v
Données répétées
On note (x1, n1, Y1),...,(x7, nt, Y7) I'échantillon. Le modéle saturé

modélise la loi des Y; par des Binomiale de paramétres (n;, psat(xt)) avec
ﬁsat(Xt) = Yt/nt-
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@ On désigne par L, la log-vraisemblance du modéle saturé calculé au
point défini par les psae(X;)-

@ Dans le cas de données individuelles, £s;; = 0.
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@ On désigne par L, la log-vraisemblance du modéle saturé calculé au
point défini par les psae(X;)-

@ Dans le cas de données individuelles, £s;; = 0.

@ Pour des données répétées, on a

T T
n ~ ~
Lsat = Z log <yz> T Z}/t log Psat(x¢) + (ne — ye) log(1 — Psat(xt))-
t=1 t=1

v
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@ On désigne par L, la log-vraisemblance du modéle saturé calculé au
point défini par les psae(X;)-

@ Dans le cas de données individuelles, Ls5: = 0.

@ Pour des données répétées, on a

n
Yt

T T
Lsat = Z log < t) T Z}/t log Psat(x¢) + (ne — ye) log(1 — Psat(xt))-
t=1 t=1

\
\
| \

Remarque

@ En terme d'ajustement, on ne peut pas faire mieux que le modéle
saturé.

W
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@ On désigne par L, la log-vraisemblance du modéle saturé calculé au
point défini par les psae(X;)-

@ Dans le cas de données individuelles, Ls5: = 0.

@ Pour des données répétées, on a

n
Yt

T T
Lsat = Z log < t) T Z}/t log Psat(x¢) + (ne — ye) log(1 — Psat(xt))-
t=1 t=1

\
\
| \

Remarque
@ En terme d'ajustement, on ne peut pas faire mieux que le modéle
saturé.

@ Néanmoins, ce modéle n'est généralement pas bon : il est
sur-paramétré (il contient autant de paramétres que de points
d'observations), d'oti son nom.

L. Rouviére (Université Rennes 2) 187 / 353




Déviance

e On note M un modéle logistique, 3, I'emv des paramétres et £, la
log-vraisemblance de ce modéle.

Définition

La déviance de M est définie par

DM = 2( sat — (Bn))
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Déviance

e On note M un modéle logistique, 3, I'emv des paramétres et £, la
log-vraisemblance de ce modéle.

La déviance de M est définie par

DM = 2( sat — (Bn))

@ La déviance est positive Dpq > 0.

o Plus la déviance est faible, meilleur est le modéle en terme
d'ajustement.
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[[lustration

@ On reprend le jeu de données sur le "role des femmes" dans la société
(données répétées).
o La déviance est présente dans les sorties de la fonction glm :

> modell <- glm(cbind(agree,disagree) “sex+education,data=womensrole,family=binomial
> modell

Call: glm(formula = cbind(agree, disagree) ~ sex + education,
family = binomial, data = womensrole)

Coefficients:
(Intercept) sexFemale education
2.74796 -0.04349 -0.28970

Degrees of Freedom: 29 Total (i.e. Null); 27 Residual
Null Deviance: 398.9
Residual Deviance: 36.89 AIC: 165.4
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[[lustration

@ On reprend le jeu de données sur le "role des femmes" dans la société
(données répétées).
o La déviance est présente dans les sorties de la fonction glm :

> modell <- glm(cbind(agree,disagree) “sex+education,data=womensrole,family=binomial
> modell

Call: glm(formula = cbind(agree, disagree) ~ sex + education,
family = binomial, data = womensrole)

Coefficients:
(Intercept) sexFemale education
2.74796 -0.04349 -0.28970

Degrees of Freedom: 29 Total (i.e. Null); 27 Residual
Null Deviance: 398.9
Residual Deviance: 36.89 AIC: 165.4
@ On peut également la récupérer avec la fonction deviance

> deviance (modell)
[1] 36.89419
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Le test d'adéquation de la déviance

o |dée : déviance faible = bonne adéquation.
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Le test d'adéquation de la déviance

o |dée : déviance faible = bonne adéquation.

@ On pose Hp : "le modele est adéquat" (les données sont bien générées
selon le modéle logistique en question) contre H; : "il ne I'est pas".
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Le test d'adéquation de la déviance

o |dée : déviance faible = bonne adéquation.

@ On pose Hp : "le modele est adéquat" (les données sont bien générées
selon le modéle logistique en question) contre H; : "il ne I'est pas".

Propriété

En présence de données répétées, la déviance suit une loi du X2T—p sous Hy
lorsque ny — oo, t=1,..., T.
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@ On pose Hp : "le modele est adéquat" (les données sont bien générées
selon le modéle logistique en question) contre H; : "il ne I'est pas".

Propriété

En présence de données répétées, la déviance suit une loi du X2T—p sous Hy
lorsque ny — oo, t=1,..., T.

e Conclusion : on rejette Hy si Day ops est plus grande que le quantile
d'ordre 1 — « de la loi X2T,p-
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Le test d'adéquation de la déviance

o |dée : déviance faible = bonne adéquation.

@ On pose Hp : "le modele est adéquat" (les données sont bien générées
selon le modéle logistique en question) contre H; : "il ne I'est pas".

Propriété

En présence de données répétées, la déviance suit une loi du X2T—p sous Hy
lorsque ny — oo, t=1,..., T.

e Conclusion : on rejette Hy si Day ops est plus grande que le quantile
d'ordre 1 — « de la loi X2T,p-

@ Sur R, on calcule la probabilité critique avec

> 1-pchisq(modell$deviance,modell$df.resid)
[1] 0.09705949
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Le test d'adéquation de Pearson

@ Permet de tester les mémes hypothéses que précédemment et toujours
pour des données répétées.
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Le test d'adéquation de Pearson

@ Permet de tester les mémes hypothéses que précédemment et toujours
pour des données répétées.
o La statistique de test est la suivante :

T

p— (ye — ntP/gn(Xt))2

2 nepy, () (1~ pg, (xe))
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Le test d'adéquation de Pearson

@ Permet de tester les mémes hypothéses que précédemment et toujours
pour des données répétées.
o La statistique de test est la suivante :

T

p— (ye — ntP/gn(Xt))2

— neps, (xe)(1 = pg, (xt))

Propriété

En présence de données répétées, P suit une loi du X%-_p sous Hg en
présence de données répétées lorsque ny — oo, t=1,..., T.
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Le test d'adéquation de Pearson

@ Permet de tester les mémes hypothéses que précédemment et toujours
pour des données répétées.
o La statistique de test est la suivante :
T
P =

t=1

(ye — ntP/gn(Xt))2
nepg, (xe)(1 = pg, (xt))’

Propriété

En présence de données répétées, P suit une loi du X%-_p sous Hg en
présence de données répétées lorsque ny — oo, t =1,..., T.

@ Conclusion : on rejette Hy si Pyps est plus grande que le quantile
1 . 2
d'ordre 1 — o de la loi XT_p-
@ Sur R, on calcule la probabilité critique avec

=n

> P <- sum(residuals(modell,type="pearson")"2)
> 1-pchisq(P,nrow(womensrole)-length(modelil$coef))
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Commentaires

@ Les deux tests d'adéquation sont asymptotiques et utilisables
uniquement dans le cas de données répétées.
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Commentaires

@ Les deux tests d'adéquation sont asymptotiques et utilisables
uniquement dans le cas de données répétées.

o |l faut par conséquent avoir suffisamment d'observations en chaque
points du design pour pouvoir les appliquer.

@ Le test de déviance est généralement privilégié.

@ En présence de données individuelles, on utilise souvent le test de
Hosmer et Lemeshow : |'approche consiste a regrouper les données et
a définir une statistique de test de type Pearson.
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Test d'Hosmer Lemeshow

On est en présence de données individuelles (x1, Y1), ..., (xn, Yn). La
statistique de test se construit comme suit.

© Les probabilités estimées an(Xi) sont ordonnées par ordre croissant.
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© Les probabilités estimées pB"(x,-) sont ordonnées par ordre croissant.
© Ces probabilités ordonnées sont ensuite séparées en K groupes de
taille égale (on prend souvent K = 10 si n est suffisamment grand).

On note
o my les effectifs du groupe k;
o 0k le nombre de succés (Y = 1) observé dans le groupe k;
o ik la moyenne des pg(x;) dans le groupe k.
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Test d'Hosmer Lemeshow

On est en présence de données individuelles (x1, Y1), ..., (xn, Yn). La
statistique de test se construit comme suit.
© Les probabilités estimées an(X") sont ordonnées par ordre croissant.
© Ces probabilités ordonnées sont ensuite séparées en K groupes de
taille égale (on prend souvent K = 10 si n est suffisamment grand).
On note
o my les effectifs du groupe k;
o 0k le nombre de succés (Y = 1) observé dans le groupe k;
o ik la moyenne des pg(x;) dans le groupe k.

o La statistique de test est alors

c2_ 3 (o= man®

= myepu(1 — piie)

@ Le test se conduit de maniére identique au test de déviance, la
statistique C? suivant approximativement sous Ho un Xi_z-

o
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[[lustration sous R

@ Sous R, on peut effectuer le test avec la fonction HLgof test du
package MKmisc.
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[[lustration sous R

@ Sous R, on peut effectuer le test avec la fonction HLgof test du
package MKmisc.

@ On teste le modéle sélectionné par la fonction bestglm sur I'exemple
de la maladie cardiovasculaire :

> library(MKmisc)
> HLgof .test(fit=fitted(model4),obs=dapp$chd)
$C

Hosmer-Lemeshow C statistic

data: fitted(model4) and dapp$chd
X-squared = 3.9695, df = 8, p-value = 0.8599
$H

Hosmer-Lemeshow H statistic

data: fitted(model4) and dapp$chd
X-squared = 4.5285, df = 8, p-value = 0.8066
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© Validation de modeéles

@ Examen des résidus
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o L'analyse des résidus permet, dans une certaine mesure, d'affiner un
modéle.
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o L'analyse des résidus permet, dans une certaine mesure, d'affiner un
modéle.

o Elle permet de détecter des individus atypiques ou aberrants ou encore
de détecter des effets non linéaires.

@ On distingue plusieurs types de résidus que nous présentons dans le
cas de données répétées.

L. Rouviére (Université Rennes 2) 196 / 353



Les résidus de Pearson

On désigne par (x¢, ne, Yi),t =1,..., T les données.

@ Les résidus de Pearson sont définis par :

Rps — Yi— ntP@n(Xt) .
\/ntpgn(xt)(l — Py, (xt))
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@ Les résidus de Pearson sont définis par :

Rps — Yi— ntP@n(Xt) .
\/ntpﬁn(xt)(l — Py, (xt))

@ Lorsque n; est grand, la loi de Rp; est proche d'une N'(0,1). On peut
ainsi analyser les résidus de Pearson de la méme maniére que les
résidus du modele linéaire Gaussien.
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Les résidus de Pearson

On désigne par (x¢, ne, Yi),t =1,..., T les données.

@ Les résidus de Pearson sont définis par :

Rps — Yi— ntP@n(Xt) .
\/ntpﬁn(xt)(l — Py, (xt))

@ Lorsque n; est grand, la loi de Rp; est proche d'une N'(0,1). On peut
ainsi analyser les résidus de Pearson de la méme maniére que les
résidus du modele linéaire Gaussien.

o La statistique de Pearson s'exprime en fonction des résidus de Pearson
_\T7 2

L. Rouviére (Université Rennes 2) 197 / 353



Version standardisée

@ Les résidus de Pearson définis précédemment ne sont pas de variance
1.
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Version standardisée

@ Les résidus de Pearson définis précédemment ne sont pas de variance
1.

@ Il est souvent préférable d'utiliser une version standardisée de ces
résidus. Pour ce faire, on remarque que

VIY: = np; (xe)] = nepp(xe)(1 = pa(xt))(1 = hy),
ol h; est le teme élément de la diagonale de

H = X(X'W; X)'X'W; .
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Version standardisée

@ Les résidus de Pearson définis précédemment ne sont pas de variance
1.

@ Il est souvent préférable d'utiliser une version standardisée de ces
résidus. Pour ce faire, on remarque que

VIY: = np; (xe)] = nepp(xe)(1 = pa(xt))(1 = hy),
ol h; est le teme élément de la diagonale de

H = X(X'W; X)'X'W; .

Définition

Les résidus de Pearson standardisés sont définis par
Ye— nth"(Xt)
\/ntpgn(xt)(l = pg, (xe))(1 = hy)

Rps; = ,t=1...,T.




Résidus de déviance

@ Les résidus de déviance sont définis par

Y ny — Yt
Pg,,( Xt)

+ (n Ye)log ——mMM—|.
( f t) gnt—ntpﬁn(xt)

Rd: = [)/t log ——
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Résidus de déviance

@ Les résidus de déviance sont définis par

Y,
Rdy = | 2|ytlog —— + (n: — Y¢) log
pg, (xt)

ne — Yt
ng — ntpgn(xt) '

@ Lorsque n; est grand, la loi de Rd; est proche d'une A/(0,1). On peut
ainsi analyser les résidus de déviance de la méme maniére que les
résidus du modele linéaire Gaussien.
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Résidus de déviance

@ Les résidus de déviance sont définis par

Y,
Rdy = | 2|ytlog —— + (n: — Y¢) log
pg, (xt)

ne — Yt
ng — ntpgn(xt) '

@ Lorsque n; est grand, la loi de Rd; est proche d'une A/(0,1). On peut
ainsi analyser les résidus de déviance de la méme maniére que les
résidus du modele linéaire Gaussien.

@ La déviance s'exprime en fonction des résidus de déviance
_\T 2

@ La encore, il existe une version standardisée :
Rd
Rds; = ———, t=1,...,T.
V1 - h;
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Examen des résidus

@ Les diagnostics sont essentiellement graphiques :
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@ Prédiction/résidus : probabilité prédite au point x; en abcisse et
résidu en ordonnée.
@ On pourra identifier :
@ Les valeurs élevées de résidus (individus atypiques...)
@ Structures sur le nuage des résidus (si c'est le cas il faudra envisager de
modifier la combinaison linéaire des variables explicatives)
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Examen des résidus

@ Les diagnostics sont essentiellement graphiques :
© Index plot : numéro de |'observation en abcisse, valeur du résidu en
ordonnée.
@ Prédiction/résidus : probabilité prédite au point x; en abcisse et
résidu en ordonnée.
@ On pourra identifier :
@ Les valeurs élevées de résidus (individus atypiques...)
@ Structures sur le nuage des résidus (si c'est le cas il faudra envisager de
modifier la combinaison linéaire des variables explicatives)

Remarque importante

@ Les résultats énoncés sur les résidus (Pearson ou déviance) sont vraies
lorsque n; est grand...

@ Dans le cas de données individuelles, on observera
(quasi)-systématiquement des structurations sur les nuages de résidus.
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Exemple

@ On reprend les données womensrole et on considére le modéle
logistique
> modell <- glm(cbind(agree,disagree) “sex+education,data=womensrole,
family=binomial)
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Exemple

@ On reprend les données womensrole et on considére le modéle
logistique
> modell <- glm(cbind(agree,disagree) “sex+education,data=womensrole,
family=binomial)

@ Les fonctions residuals et rstandard permettent de calculer les
différents type des résidus ainsi que leur version standardisée.

> resl <- residuals(modell,type="deviance") #résidus de déviance
> res2 <- rstandard(modell,type="deviance") #résidus de déviance standardisés

L. 