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Chapitre 1

Rappels et notations

1.1 L’espace (2, A, P)

On désigne par €) I'ensemble des épreuves ou événements élémentaires w et par A une tribu sur
), c’est-a-dire une classe de parties de €2 qui vérifie :

— Qe A;

— VA € A, A € A (stabilité par complémentation) ;

— VA, € Ain € N*, U, e An € A (stabilité par union dénombrable).
L’ensemble des parties de €, P(2), est un exemple de tribu sur Q. Une élément A d’une tribu
A sera appelé événement aléatoire (un événement aléatoire est un élément de la tribu mais c’est
un sous-ensemble de ). Un couple (2,.4) ot 2 est un ensemble et A une tribu sur € est appelé
espace mesurable.

Définition 1.1
Soit C une partie de 2. La tribu engendrée par C est la plus petite tribu contenant C. Cette tribu
peut également étre définie comme lintersection de toutes les tribus contenant C. On la note o(C).

Définition 1.2
On appelle tribu borélienne de R, notée By, la plus petite tribu contenant tous les intervalles de R.
Cette tribu est la tribu engendrée par les intervalles ouverts de R.

Définition 1.3
1. On appelle mesure sur (2, A) toute application définie sur A a valeurs dans R = RT U
{+o0} vérifiant la propriété de o-additivité, c’est-a-dire que pour toute suite (Ap)pens d'élé-
ments de A deuz a deuz disjoints :

m ( U An) = > u(Ay).

neN* neN*

2. L’espace (2, A, i) est alors appelé espace mesurable.

3. St on a de plus u(2) = 1 alors on dira que j est une mesure de probabilité et que [’espace
(Q, A, p) est un espace de probabilité.

Exemple 1.1
1. Mesure de comptage. Elle est définie sur I'espace (N, P(N)) par

,uczzéw

zeN

ou 0, est la masse de Dirac en x : d,(a) = 1 si a = z, 0 sinon.



6 Chapitre 1. Rappels et notations

2. Mesure de Lebesgue. Elle est définie sur 'espace (R, Bg) pour tout intervalle ]a, b] par

A(la,b]) = b —a.
1.2 Variable aléatoire
Nous reprenons 'exemple de ( ), page 30. L’expérience aléatoire consiste a jeter n
fois une piéce de monnaie. L’espace 2 = {P, F'}" est muni de la tribu P(£2). On s’intéresse ici
simplement au nombre de piles sortis au cours des n jets. On définit ' = {0,1,...,n} et on

considére la fonction

X: Q=

w +— X (w) = nombre de piles dans w.

On munit (€2, P(Q2)) d’'une mesure de probabilité uniforme P, i.e., P(w) = 5 Vw € Q. Afin de
caractériser le phénomeéne d’intérét (nombre de piles), il parait intéressant de définir sur (€2, P(£Y'))
une mesure de probabilité P’ par

VA € P(Y), P/(A) =P (X 1(4)).

Cependant, pour que cette définition ait un sens il est nécessaire que X 1(A’) € P(Q). Clest
clairement le cas dans cet exemple mais il est possible d’envisager des cas ou cette condition n’est
pas vérifiée.

Définition 1.4
Soit (2, A) un espace de probabilité et (U, A') un espace mesurable. On appelle variable aléatoire
une fonction X définie sur Q a valeurs dans €Y telle que :

VA e A, X1 (A) € A,
ou X 1A ={weQ: X(w)e A}={X e A}

Définition 1.5
Soit (2, A) et (', A") deux espaces mesurables. Une fonction f définie sur Q a valeurs dans
est dite mesurable si :

VA ¢ A, f1(A) € A.
Si (Y, A) = (R, Br), f sera dite borélienne.

Une variable aléatoire est donc une fonction mesurable définie sur un espace de probabilité.

Définition 1.6
Soit (Q, A, P) un espace de probabilité et X une variable aléatoire définie sur Q et a valeurs dans
Q. On appelle loi de probabilité Px de X la mesure image de P par X :

VA € A Py(A) = P(X~L(A)) = P(X € A)).

Proposition 1.1

Soit X une variable aléatoire réelle définie sur un espace de probabilité (2, A, P) a valeurs dans
(R, Br). Alors X7 (Bg) est une tribu sur S : c’est la tribu des événements engendrés par X . Elle
est notée o(X).

Laurent Rouviére Probabilités générales
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1.3 Intégration

Définition 1.7
Soit f borélienne définie sur un espace mesurable (2, A). f est appelée fonction A-étagée (ou
étagée) sur ) si elle est combinaison linéaire finie de fonctions indicatrices de parties A-mesurable

de €1, i.e.,
= ZailAi
i=1

ot les o sont des réels et les A; des éléments de A. On désigne par & ’ensemble des fonctions
mesurables étagées positives.

Théoréme 1.1 )
Soit f une application définie sur (2, A) a valeurs dans (R, Bg).

1. Si f est positive, elle est mesurable si et seulement si elle est limite d’une suite croissante
d’applications mesurables étagées positives.

2. f est mesurable si et seulement si elle est limite d’une suite de fonctions mesurables étagées.

Définition 1.8
Soit (2, A, 1) un espace mesuré et f une application de . On appelle intégrale de f par rapport

a p, Uapplication définie sur € a valeurs dans RT par
1) = [ = [ re)aut) = a4,
i=1

Définition 1.9
Soit 1 une mesure sur (2, A) et f € M™ U’ensemble des applications mesurables positives définies

sur (2, A)a valeurs dans RY. On appelle intégrale de f la quantité
I(f)Z/fdMZSUp{/hdu:h€€+,h§f}.

Proposition 1.2
Soit f € M* et (hy)nen- une suite croissante d’éléments de £ telle que f =1lim,, o hy,. Alors :

/fd,u: lim /hndu.
n—o0
Théoréme 1.2 (Beppo-Lévi)
Soit (fn)nen une suite croissante d’éléments de M™ et f =lim,,_,o fn. Alors
lim [ f,du= /fd,u.
n—oo

On note M l'ensemble des application mesurables a valeurs dans R, f+ = max(0, f) et f~ =
max(0, —f).

Probabilités générales Laurent Rouviére



8 Chapitre 1. Rappels et notations

Définition 1.10
Soit f € M. f est dite p-intégrable si :

/f+d,u<—|—oo et /f_du<+oo.

Lintégrale de f par rapport a p est la quantité :

1) = [fan=[rran- [ 1 an

On note L1(Q2, A, ) Uensemble des fonctions de M p-intégrables.

Proposition 1.3
[ est p-intégrable si et seulement si [ |f|dp < +oo.

Exemple 1.2
1. Intégrale par rapport a une mesure discréte. Une mesure p est discréte si elle est de

la forme :
+oo
= pube,
n=1

ou les p,, sont positifs et w, € Q. Alors Vf € M :

5@ du) = 3 pufen)

f est donc intégrable si et seulement si la série de terme général p,, f(w,) est absolument
convergente.

2. Intégrale par rapport a la mesure de Lebesgue.

b
/1]a,,,] A\ = A(Ja b)) = b—a— / .

L’intégrale de 1), par rapport a la mesure de Lebesgue est égale a 'intégrale de Riemann.
Plus généralement, si f est Riemann-intégrable sur ]a, [, elle est Lebesgue-intégrable sur
Ja, b] et les deux intégrales coincident :

z)dA(z) = x)dx.
[ @ /af()

Définition 1.11
1. Soit (2, A, ) un espace mesuré. Un élément A de A est dit u-négligeable s’il existe B € A
tel que A C B et u(B) = 0.

2. Une propriété 11 définie sur 2 est dite vraie p-presque partout si l'ensemble {w € Q :
[I(w) est fausse} est p-négligeable. Si p est une probabilité, on dit que la propriété est vraie
presque surement.

Théoréme 1.3 (Théoréme de convergence dominée ou de Lebesgue)
Soit g une application p-intégrable et (fy)nen+ une suite d’applications mesurables telles que :

Vne N [fu| <gp—pp.

On suppose en outre que (fn)nen= converge p — p.p. vers une application mesurable f. Alors

Laurent Rouviére Probabilités générales



1.4. Mesure définie par une densité 9

1. f est u-intégrable ;

2. On a

lim /]fn — flde =0 ou encore lirJlrn fodu = /fd,u.
n—-+0o0

n—-+00

Théoréme 1.4
1. Soit (fu)nen+ une suite d’applications mesurables positives. Alors

[ X han=Y [ faan

neN* neN*
2. 51 (fn)nen+ est une suite d’applications intégrables vérifiant
S [l <+,
neN*
alors la série Y . fn converge ji —p.p., sa somme est intégrable et

[ X hau=Y [ faan

neN* neN*

1.4 Mesure définie par une densité

Définition 1.12
Soit (2, A, 1) un espace mesuré et f € M*. Alors Uapplication v : A — R* définie par

o) = [ ran

est une nouvelle mesure sur (€2, A) appelée mesure de densité f par rapport a .

Théoréme 1.5
Soit v une mesure de densité par rapport a p. Alors

VAe A, n(A)=0=v(A)=0.
Lorsque la propriété précédente est vérifiée, on dit que v est absolument continue par rapport a p
(v < ).

Théoréme 1.6 (Radon-Nikodym)
Soit p une mesure o-finie et v une mesure sur (£2, A) absolument continue par rapport a p. Alors
il existe une application f positive, unique a une p-équivalence pres telle que :

VA€ A, V(A):/Afdu.

Le résultat demeure vrai si v est o-finie et si v est finie alors [ est p-intégrable. f est appelée
dériwvée de Radon-Nikodym de v par rapport a p et sera notée
dv

f=— ou dv=fdu.
du

Probabilités générales Laurent Rouviére



10 Chapitre 1. Rappels et notations

Exemple 1.3 (Loi absolument continue)
Soit X une v.a. absolument continue de loi Pyx. D’aprés le théoréme précédent, X admet une
densité f par rapport a la mesure de Lebesgue. f est de plus A-intégrable et on a

VBEB]R, Px(B):/dPX:/fd)\
B B

Exemple 1.4 (Loi discréte)
Soit X une v.a. discréte a valeurs dans (N,P(N)). Px est finie, la mesure de comptage sur N

fe = Y nen On est o-finie. Par conséquent, il existe une densité p-intégrable valant pour tout

ke N
dP x

dpse

On retrouve bien

VkeN, Py ({k}) =P(X =k)> 5, ({k}) =P(X = k).
keN
1.5 Espérance mathématique

Définition 1.13
Soit X une v.a. définie sur (Q, A, P) et a valeurs dans (R, Bg). On définit l’espérance mathématique
de X comme lintégrale de X par rapport a P :

mm:LM@@@)

sous réserve que E[|X|] < +o0.

Un espace probabilisé (2,4, P) est souvent abstrait et dans de nombreux cas, il est difficile (voir
impossible) d’expliciter 2 ou A. 1l est alors pratique d’effectuer les calculs sur 'espace image
(souvent (R, Br)). Le théoréme de transfert justifie le passage de I'espace abstrait a I’espace image.

Définition 1.14
Soit (Q, A, 1) un espace mesuré, (', A') un espace mesurable et f une application mesurable de
(Q,A) dans (U, A’). On appelle mesure image de p par f la mesure v sur (', A") définie par

VA € A, p(A') = (F(A).
On remarque que la loi d’une variable aléatoire X définie sur (€2, .4, P) est la mesure image de P
par X.

Théoréme 1.7 (Théoréme de transfert)
On reprend les notation de la définition précédente. Soit h une application mesurable définie sur
(QV, A"). Alors h est v-intégrable si et seulement si h o f est u-intégrable et on a de plus

/hdy:/hofdu.
’ Q

Laurent Rouviére Probabilités générales




1.5. Espérance mathématique 11

Corollaire 1.1

Soit X une v.a. définie sur (2, A, P) et a valeurs dans (', A’) et de loi Px. Soit h une application
de (Y, A") dans (R, Bg). Alors ’espérance mathématique de h o X existe si et seulement si h est
P x-intégrable et on a

E[hoX]:E[h(X)}:/ hdPy.

/

En particulier, si (', A') = (R, Bg), on a
E[h(X)] = / h(z) dPy.
R

Exemple 1.5 (Loi discréte)
Si Px < pie sur (N, P(N)) alors E[h(X)] existe si et seulement si )\ pnlh(n)| < +oo et

E[h(X)] =) pah(n).

neN

Exemple 1.6 (Loi continue)
Si Px < A sur (R, Bg) alors E[h(X)] existe si et seulement si h.f est A-intégrable (f désigne la
densité de X). On a alors

E[L(X)] = / h(z) () dA(@).

Probabilités générales Laurent Rouviére






Chapitre 2

Variables aléatoires absolument continues

Une variable aléatoire réelle (v.a.r.) est une application X : (2, A, P) — (R, Bg) telle que pour tout
borélien B de Bg 'ensemble X }(B) = {w € Q: X(w) € B} appartient a A. La tribu Borélienne
étant engendrée par les intervalles |—, 00, b[, b € R, on peut également définir une variable aléatoire
réelle comme une application X : (Q, A, P) — (R, Bg) telle que pour tout réel b, X ! (]—o0, b[) € A.
Il découle que les propriétés algébriques usuelles telles que la composition par une fonction réelle
mesurable conservent la notion de variable aléatoire (si X et Y sont deux v.a.r. et A € R alors
AX, X 4+Y, XY, | X], X" exp(X) sont des v.a.r.).

Si X est une v.a.r, on rappelle que 'application Px : Bg — [0, 1] définie par Px(B) = P (X~ (B))
est une mesure de probabilité sur (R, Bg). Cette mesure de probabilité est appelée loi de probabilité
de X. On dit également que X suit la loi de probabilité Px et on note X ~ Px.

Remarque 2.1

Pour toute mesure de probabilité @ sur (R, Bg), il existe un espace de probabilité (€2, .4, P) et une
variable aléatoire X : (2,4, P) — (R, Bg) telle que Px = Q. On peut ainsi parler (c’est ce qui est
fait en général) de v.a.r. X ayant une loi de probabilité Py sans spécifier 'espace de probabilité
(Q, A, P) sur lequel X est défini. En revanche, il est clair que X n’est pas 'unique v.a.r. vérifiant
Px = @ : une v.a.r. n’est donc pas déterminée par sa loi.

2.1 Fonction de répartition, fonction de masse, fonction de
densité

2.1.1 Fonction de répartition d’une v.a.r.

Définition 2.1
Soit X : (Q,AP) —» (R,Bg) une v.a.r. On appelle fonction de répartition de X la fonction
Fx :R — [0, 1] définie par

F(z) =Px (] —o0,2]) = P(X < x).

Proposition 2.1
La fonction de répartition F' d’une v.a.r. X satisfait les propriétés suivantes :

1.VreR, 0< F(x) <1;
2. Fx est une fonction croissante, continue a droite en tout point x € R ;
3. lim, o F(x) =0 et lim,_, o F(z) = 1.

13



14 Chapitre 2. Variables aléatoires absolument continues

Proposition 2.2
Pour toute fonction F vérifiant les 3 assertions de la proposition précédente, il existe une unique
loi de probabilité Q) sur (R, Bg) telle que F(x) = Q (] — 00, x]).

On déduit de cette proposition que la loi d’une v.a.r. est entierement déterminée par sa fonction
de répartition.

2.1.2 Fonction de masse et classification des v.a.r.
Définition 2.2 (fonction de masse d’une v.a.r.)
Soit X : (2, A, P) = (R, Bg) une v.a.r. On appelle fonction de masse de X la fonction
mx R —[0,1]

r— P(X =2)=Fx(z) — Fx(z—)
Proposition 2.3
St X est une v.a.r., alors ’ensemble Dx des points de discontinuité de sa fonction de répartition
vérifie

Dx ={z €R:7mx(z) > 0}.

De plus cet ensemble est fini ou dénombrable.

Définition 2.3
1. Si Dx =0, on dit que la loi de X est diffuse.

2. SiP(X € Dx) = ) ,cp, "x(x) = 1, on dit que la loi de X est discrete (son support est
Sx =Dx).

On peut montrer aisément que pour a,b € R, on a
P(X €la, b)) = Fx(b) — Fx(a), P(X € [a,b]) = Fx(b) — Fx(a) + mx(a),

P(X €]a,b]) = Fx(b) — mx(b) — Fx(a), P(X € [a,0]) = Fx(b) — mx(b) — Fx(a) + mx(a).

En particulier, si la loi de X est diffuse, on obtient

P(X €la,b]) = P(X € [a,]) = P(X €]a,b]) = P(X € [a,b]) = Fx(b) — Fx(a).

Proposition 2.4
Pour toute v.a.r. de loi de probabilité Q, il existe o € [0, 1], Q1 une loi discréte et Qs une loi diffuse
tels que Q = a@Qq + (1 — a)Q2. Si a €]0,1[ la loi est dite mixte.

Exemple 2.1
1. Si X suit une loi uniforme sur [0, 1] alors
0 siz<O0
Fx(z)=< z si0<z<1
1 siz>1

Par conséquent Dy = ) et la loi de X est donc diffuse.

Laurent Rouviére Probabilités générales
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2. Si X suit une loi de Bernoulli de paramétre p €]0, 1].

FIGURE 2.1 — Fonction de répartition de la loi de Bernoulli B(p).

On a clairement Dy = {0,1} et P(X € Dx) = 1. X est donc une loi discréte.

3. Soit X une v.a.r. dont la fonction de répartition est donnée par

0 stz <0
) 3z/4 si0<z<1/2
Fe(@) =9 1a480/a si12a<a<1
1 sixz > 1.

OnaDx ={1/2} et P(X € Dx) =1/4 # 1. X est une loi mixte :
1 3
Px = 151/2 + ZU[O,I]-

Les variables aléatoires discrétes ont été traitées en détail dans le cours de “Statistique 17. Dans
ce chapitre, nous allons nous intéresser a des v.a.r. de lois diffuses particuliéres : les v.a.r. de lois
absolument continues. Les lois diffuses non absolument continues sont dites singuliéres.

2.1.3 Loi absolument continue - densité de probabilité

Avec un léger abus de langage, on dit que la loi de probabilité Py d’une v.a.r. est absolument
continue lorsqu’elle est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue \. D’aprés le
théoréeme de Radon-Nikodym, pour ce type de loi de probabilité, il existe une fonction fx positive
et intégrable telle que pour tout =z € R,

Fx(m) = /]‘_Oow] dPX = /]_OO@} fx(t) d)\(t)

Cette fonction fx est appelée densité de la loi Py (ou par abus densité de X).

Proposition 2.5
Soit X une v.a.r absolument continue de fonction de répartition Fx et de densité fx. Alors

1. Fx est A — p.p. dérivable avec Fyy = fx X —p.p.;
2. [ fx()dA(t) =1 et P(X € [a,b]) = [* fx(t) AA(2) ;
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16 Chapitre 2. Variables aléatoires absolument continues

3. fx est unique a une A-équivalence prés. fx caractérise donc la loi de X a une A-équivalence
Pres;
4. St Fx admet en tout point de R une dérivée continue, alors la lot de X est absolument

continue. La réciproque est fausse : on peut juste dire que st Px est absolument continue,
alors F(x) est continue.

5. La loi de X est diffuse et son support est défini par Sx = {x € R : fx(x) > 0} (il existe
des lois diffuses non absolument continues, voir par exemple [’escalier de Cantor).

Proposition 2.6
Toute fonction réelle positive, d’une variable réelle, intégrable au sens de Lebesgue et telle que
Jo f(t) dA(t) =1 est la densité d’une loi de probabilité.

On rappelle que si p. désigne la mesure de comptage sur Z alors pour une loi Px de support
inclu dans Z on a Px(B) = > _p7x(x) = [, 7x dpe. 11 est donc possible de regrouper 'étude
des lois discrétes et celle des lois absolument continues. Cependant, d’un point de vue pratique
(notamment calculatoire), 'étude de ces deux types de lois different (calcul d’espérance et de
variance par exemple). C’est pourquoi on donnera a la suite de chaque résultat les techniques
calculatoires selon que la variable est discréte ou absolument continue.

2.2 Espérance - moments d’une v.a.r.

2.2.1 Définition

On considére un espace de probabilité (2,4, P), X une v.a.r. définie sur cet espace de loi de
probabilité Px.

Définition 2.4 (Espérance mathématique)
Soit X une v.a.r. P-intégrable. On appelle espérance mathématique de X, notée E[X| l'intégrale
de X par rapport a P :

E[X]:/XdP:/QX(w)dP(w).

Le théoréme de transfert permet de calculer ’espérance mathématique sans connaitre I’espace de
probabilité sous-jacent.

Proposition 2.7
Soit X une v.a.r. P-intégrable. On a alors

E[X] /RmdPX(m).

Remarque 2.2
1. L’espérance mathématique vérifie toutes les propriétés de 'intégrale, en particulier la linéa-
rité et la monotonie ;

2. L’espérance mathématique s’interpréte souvent comme un indicateur de centralité. On parle
souvent de “valeur moyenne” de X ;

3.SiAe A onaP(A) = E[14];
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2.2. Espérance - moments d’une v.a.r. 17

4. Soit ¢ une fonction réelle mesurable définie sur (R, Bg). Alors ¢(X) est aussi une v.a.r.
définie sur (2, A, P). Par suite, si ¢(X) est P-intégrable, elle posséde une espérance

E [p(X)] = / H(X)dP = / () dPx (1),

Exemple 2.2 (Calcul de ’espérance pour une loi discréte)
Si Px est une loi discréte de fonction de masse mx et de support Sx (Px = . Sy X (2)d,) et si
Y ees, [TlTx(2) < +00, alors E[X] existe et

Exemple de la loi de Bernoulli ou du dé a 6 faces équiprobables.

Exemple 2.3 (Calcul de I’espérance pour une loi absolument continue)
Si Px est une loi absolument continue, de densité fx et si z — |z|fx(z) est A-intégrable, alors
E[X] existe et

E[X] :/Rmfx(x)d)\(x).

Exemple de la loi uniforme ou de la loi normale.

Définition 2.5
Si |E[X]| < 400, on dit que X a une espérance finie. De plus
1. Si E[X] eziste et E[X] =0, la v.a.r. X est dite centrée;

2. Si E[X] existe, on dit qu’on centre ou recentre X lorsqu’on lui retranche E[X].

Il est clair que |E[X]| < E[|X]|]. La proposition suivante nous donne une inégalité plus générale.

Proposition 2.8 (Inégalité de Jensen)
Soit X une v.a.r. a valeurs dans un intervalle |a,b| d’espérance finie et ¢ une fonction réelle

conveze sur |a,bl. Alors
¢ (B[X]) < E[p(X)].

Rappels :

1. ¢ est convexe si et seulement si Vzy,xo le segment [Ay, As] (A; = (2, p(24)),7 = 1,2) est
situé au dessus de la courbe représentative de ¢, c’est-a-dire Yy, zo, VA € [0, 1]

e(Az1 + (1 = N)az) < Ap(z1) + (1 = A)p(a2).
2. @ est dite concave si et seulement si —¢ est convexe. On déduit que si ¢ est concave alors
¢ (E[X]) = E[p(X)].

On introduit maintenant d’autres caractéristiques d’une v.a.r. X qui permettent de rendre compte,
entre autre, de sa dispersion.

Proposition 2.9
Soitr etr’ € R avec 0 <r <7r'. SiE[|X|"] < 400 alors E[|X|"] < +oo0.
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18 Chapitre 2. Variables aléatoires absolument continues

Définition 2.6 (Moments)
1. Soit a,r € R. Si E[|X]|"] < +o0, on appelle moment d’ordre r de X la quantité E[X"] <
+00;

2. Lorsque E[|X —al|"] < 400, on appelle moment centré en a d’ordre r de X la quantité
E [(X - a)r] 5

3. Lorsque E[|X|] < +o00 et a = E[X], on parle de moment centré de X .

Définition 2.7 (Variance - écart-type)
Le moment centré d’ordre 2 de X est appelé la variance de X et est noté V[X] :

VIX] = B [(X ~ B[X]].
Sa racine carrée positive est appelée ’écart-type de X, noté o[X].

Exemple 2.4
1. Loi de Bernoulli : V[X] = p(1 —p);

2. Loi uniforme sur [0,1] : V[X] =1/12;

3. Loi uniforme sur [1/4,3/4] : V[X] = 1/48;
La variance peut s’interpréter comme une mesure de dispersion d’une v.a.r. On retrouve bien que
la loi uniforme sur [1/4,3/4] est moins dispersée que la loi uniforme sur [0, 1].

Proposition 2.10
1l découle de la définition précédente les assertions suivantes.

1. YVa € R, V[aX] = o*V[X];
2. YaeR, Via+ X] =VI[X];
3. V[X] =0 si et seulement si X est une v.a.r. presque strement constante (X = E[X] p.s.).

Définition 2.8
SiE[X] =0 et VIX] =1, on dit que X est centrée réduite.

On remarque que lorsque E [|X|] < +00 et V[X] < 400, alors la v.a.r.

X — E[X]
o[X]

est centrée réduite.

La proposition suivante nous donne une autre maniére (souvent utilisée) de calculer la variance.

Proposition 2.11
X a un moment d’ordre 2 fini si et seulement si son espérance mathématique et sa variance existent
et sont finies. On a alors

VIX] = E[X*] - (E[X])".
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2.3. Médiane - quantiles d’une v.a.r. 19

2.2.2 Inégalités faisant intervenir les moments

Les moments permettent de donner une indication sur la dispersion d’une variable. Cette derniére
peut par exemple étre précisée a 'aide des inégalités suivantes.

Théoréme 2.1 (Inégalité de Markov)
Si X est une v.a.r. positive, on a pour tout réel a > 0

E[X]

P(X >a) <
(Xza)<=

Preuve. On a

E[X] :/wdeX(x) :A@[deX(a:)—i—/ rdPx(x).

[a,+00]
D’ou
E[X] > / rdPx(x) > a/ dPy ().
[a,+o0] [@,+o0[
|
Théoréme 2.2 (Inégalité de Bienaymé-Chebychev)
Si E[X?] < 400, alors on a pour tout réel a > 0
VX
P(X ~ BIX]| > a) < Y10
a
Preuve. Il suffit d’appliquer I'inégalité de Markov & la variable aléatoire (X — E[X])?2.
|

La majoration de I'inégalité de Bienaymé-Chebychev n’est généralement pas trés fine. Il est souvent
préférable d’utiliser l'inégalité de Chernoff (voir TD1).

2.3 Meédiane - quantiles d’une v.a.r.

L’espérance est une mesure de tendance centrale d'une v.a.r. Cependant, elle se révele peu infor-
mative dans certains cas (il est par exemple assez facile de voir que I’espérance est sensible aux
valeurs aberrantes). Il est souvent nécessaire d’étudier d’autres mesures de tendance centrale.

Définition 2.9 (Médiane)
On appelle médiane d’une v.a.r. X tout réel M qui vérifie

PX<M)>

1
>5 e P(X2M)2

N | —

En particulier, lorsque la fonction de répartition Fx est strictement croissante, la médiane M est

Vunique solution de Fx (M) = 3.

Exemple 2.5
1. Si PX = 1/450 + 1/2(51 + 1/452 alors M = 1,

2. Si Px =1/450 + 1/461 + 1/25, alors M € [1,2];
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20 Chapitre 2. Variables aléatoires absolument continues

3. Si Px = Ujpy alors M = 1/2.
Définition 2.10 (Quantiles)
Pour « €]0, 1], on appelle quantile d’ordre o de X tout réel q, qui vérifie

PX<q)>a e PX>q)>1-a

On remarque que la médiane correspond au quantile d’ordre % De méme les quartiles de X

correspondent aux quantiles d’ordre i et %. De plus, lorsque la fonction de répartition Fy est

strictement croissante, ¢, est 'unique solution de Fx(z) = a.

2.4 Calcul de lois

Etant donné une v.a.r. X de loi Px et ¢ une fonction réelle mesurable, on se pose dans cette partie
le probleme de trouver la loi P, (x) de la v.a.r. p(X).

2.4.1 Cas discret

Pour une variable discréte, on cherche directement a exprimer P(p(X) = y) pour tout y € ¢(Sx)
a l'aide des propriétés de base des probabilités.

Exemple 2.6

Si la loi de X est donnée par le tableau 2.1
Sx| -1 ] o] 1 ]2
mx || 1/5]1/5]2/5]|1/5

TABLE 2.1 — Loi de X.

alors la loi de Y = X2 est donnée par le tableau 2.2

Syl o] 1| 4
my || 1/5]3/5]1/5

TABLE 2.2 — Loi de Y = X2

2.4.2 Cas absolument continu
Utilisation de la fonction de répartition

La fonction de répartition détermine entiérement la loi d’une v.a.r. L’approche proposée consiste
a exprimer la fonction de répartition F,x) en fonction de Fy. La fonction de densité s’obtient
par fx = F%x A —p.p.. On peut aussi utiliser cette approche pour déterminer la fonction de masse
d’une variable discréte.
Exemple 2.7
Soit X une v.a.r. de loi uniforme sur [0,1]. On s’intéresse a la loi de Y = X?. On a pour tout
t € [0,1],

Fr(t)=P(Y <t)=P(X?><t)=P(X < VT) =Vt

La densité de Y est donc
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2.4. Calcul de lois 21

Utilisation de la mesure image

On suppose que le support de X est un ouvert U de R, la densité de X est donc de la forme
fx(x)1y(x). On suppose de plus que ¢ : U — V est un diffécomorphisme (fonction bijective et
différentiable). On a alors le théoréme de changement de variable.

Théoréme 2.3 (changement de variable)
Sous les hypothése présentées ci dessus on a :

/f ) dA(y /f 2)] dA(x)

/f ) dA(z /f ) (¢ ()] ).

On obtient la densité de Y a ’aide du théoréme suivant.

Théoréme 2.4
La loi Py de Y est la mesure image de Px par ¢ (Py = Px o cp_l). On déduit du théoréme de

changement de variable
fr(y) = fx(@ Ol (™) @)1v(y):

Exemple 2.8
Refaire I'exemple 2.7 en utilisant le théoréme précédent.
Utilisation de la fonction muette

Comme pour toute fonction mesurable bornée h on a

E[h(X)] = / h(z) fx () dA (@),

il suffit de trouver une fonction g telle que pour toute fonction borélienne bornée h on ait

E [ (p(X))] = / h(y)g(y) dA).

Par identification, on pourra alors affirmer que g est la densité de p(X). Cette fonction g n’est pas
toujours facile a trouver. Cependant, dans le cas ot le support de X est un ouvert U et ¢ est un
difféeomorphisme de U sur un ouvert V', la fonction g s’obtient “facilement” a I'aide du théoréme
de changement de variable :

Bl e(0)] = [ h(e@) fx@)ada) = [ msx (7 0) |(7) 6] axw)

Par identification, la densité de Y = (X)) est donnée par y — fx (¢~ (y)) ‘(gp‘l)/ (¥)|1v(y). On
retrouve bien la densité du théoréme 2.4.

Exemple 2.9
On se replace dans le cas de 'exemple 2.7. On a

1 1

E [h(X?)] :/01 h(xz)dx—/ h(y )—dy
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Chapitre 3

Vecteurs aléatoires

On généralise les notions introduites au chapitre 2 a des vecteurs aléatoires.

3.1 Généralités

On appelle variable aléatoire a valeurs dans R™ ou vecteur aléatoire a n dimensions toute applica-
tion X : (2, A, P) — (R", Bgn) telle que pour tout borélien B de R, X 1(B) ={we Q: X(w) €

B} € A. Pour tout 7 € {1,...,n}, on note m; la projection canonique
T . R" - R
r=(21,...,2,) = x;.

Onnote X; = m(X),i=1,...,n. Onaalors X = (Xy,...,X,)" et X est mesurable si et seulement
si les v.a.r. X; le sont. Les X; sont des variables aléatoires réelles appelées variables aléatoires
marginales.

Comme pour les v.a.r., 'application

Py : BRn — [0, 1]
B~ Px(B) =P(X"(B))

est une mesure de probabilité sur R™ appelée loi de probabilité ou loi conjointe du vecteur X.
L’espace (R", Bgn, Px) est un nouvel espace de probabilité. De plus, pour toute mesure de pro-
babilité @ sur (R™, Bgn), il existe un espace de probabilité (£2,.4,P) et un vecteur aléatoire
X : (QAP) = (R" Bgn) tel que Py = Q. Par conséquent, comme pour les v.a.r. on peut
parler de vecteur aléatoire X ayant une loi conjointe Py sans spécifier I’espace de probabilité
(Q, A, P) sur lequel X est défini.

Proposition 3.1
Pour tout borélien B de Br, on a

Px.(B)=Px(m;(B)), i=1,...,n.
Ainsi la loi conjointe du vecteur aléatoire X permet de déterminer les lois Px,,...,Px, des va-
riables aléatoires marginales X1, ..., X,,. Ces lois sont appelées lois marginales de X. La réciproque

est cependant fausse : la connaissance des lois marginales ne déterminent pas la loi conjointe Px.

23



24 Chapitre 3. Vecteurs aléatoires

3.2 Fonctions de répartition - densités

3.2.1 Fonctions de répartition

Dans la suite, X : (2,4, P) — (R", Bgn) désigne un vecteur aléatoire a n dimensions.

Définition 3.1 (fonction de répartition conjointe)
On appelle fonction de répartition de X la fonction

Fy  R" — [O,l]
(21, ..., 2n) > Px(] —o00,21] X ... X] —00,2,]) = P(Xy < 1,..., X, < z,).

Proposition 3.2
La fonction de répartition Fx satisfait les propriétés suivantes :

1. Pour tout z € R", 0 < Fx(x) < 1;

2. Fx est une fonction croissante (au sens large), continue a droite en chacun de ses argu-
ments ;

3. Fx tend vers 0 lorsque un de ses arguments x; tend vers —oo ;

4. Fx tend vers 1 lorsque tous ses arguments x; tendent vers 4+o0.

Proposition 3.3
La fonction de répartition conjointe caractérise la loi conjointe.

Proposition 3.4

Pouri=1,...,n, on a
Fx,(z;)) = lim  Fx(xy,...,2,).
Z;—00,j#1
Ainsi, la fonction de répartition conjointe d’un vecteur aléatoire X = (X3, ..., X,,) détermine les
fonctions de répartition F,, ..., Fx, des lois marginales (ces fonctions de répartition sont appelées

fonctions de répartition marginales).

Par commodité d’écriture, on ne considére dans la suite que des couples aléatoires (n = 2). Les
notions s’étendent aisément au cas général.

3.2.2 Cas discret

Définition 3.2
La loi conjointe Px d’un couple aléatoire X = (X1, X) est dite discréte s’il existe un sous-ensemble
Sx de R? fini ou dénombrable tel que pour tout (xq,35) € Sx on a

Px({z1,22}) >0 et > Px({z,a}) =1

(z1,22)ESx
L’ensemble Sx est appelé le support de X.

Remarque 3.1
Un couple aléatoire a une loi discréte si et seulement si ses lois marginales sont discrétes.
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3.2. Fonctions de répartition - densités 25

Proposition 3.5 (Calcul des lois marginales)

Soit X = (X1, Xs)" un couple aléatoire de loi Px discréte. On désigne par Sx, le support des lois
marginales X;, 1 = 1,2. Alors Sx C Sx, x Sx, et

Vi € Sx,, Px,({ma}) = > Px({z1,72}) et Viay € Sx,, Px,({z2}) = D Px(a1,22).
CEQESXQ I1€SX1
Exemple 3.1

1. Soit X = (X3, X5)" un couple aléatoire dont la loi Py est uniforme sur le support Sy =
{(-1,0),(0,1),(0,—1),(1,0)}, c’est-a-dire,

1 1 1 1
Py =-6_ -0 —d(0._ —~0(1.0)-
X = 70(-10) + 1 01 T 100, 1)+ 1000

On obtient les lois marginales en sommant les lignes et colonnes du tableau 3.1.

X, Xl o | Py,
-1 0 [1/4] 0 ][ 1/4
141 0 [1/4] 1/2

1 0 [1/4] 0 |[ 1/4

| Px [[UAJL2] LA

TABLE 3.1 — Loi conjointe et lois marginales de X.

2. On considére maintenant un couple aléatoire Y = (Y7,Y2)" dont la loi est donnée par le

tableau 3.2.
Yi
Y, -1 0 1 Py,
-1 1/16 | 1/8 | 1/16 || 1/4
1/8 | 1/4| 1/8 || 1/2
1 1/16 | 1/8 | 1/16 || 1/4
| Pv [[1af12[ 1] |

TABLE 3.2 — Loi conjointe et lois marginales de Y.

On a clairement Px, = Py, et Px, = Py,. Or Px # Py, on retrouve bien sur ces deux
exemples que les lois marginales ne caractérisent pas la loi conjointe.

3.2.3 Cas absolument continu

Définition 3.3

La loi conjointe Px d’un couple aléatoire X = (X1, Xs) est dite absolument continue si elle est
absolument continue par rapport a la mesure de Lebesque sur (R?, Bgz).

Théoréme 3.1 (Radon-Nikodym)

La loi conjointe d’un couple aléatoire X = (X1, Xs)' est dite absolument continue si et seulement
si il existe une fonction fx positive et intégrable telle que pour tout borélien B de R?,

PX(B):/[fo(xl,xg)dA(xl)dA(xz). (3.1)
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26 Chapitre 3. Vecteurs aléatoires

Définition 3.4
On appelle densité conjointe de X toute fonction fx qui vérifie (3.1).

Proposition 3.6
1. Une densité integre a 1 :

fx(l‘l, l’z) d)\($1) d)\(ZL’Q) = 1;
R2
2. La fonction de répartition s’obtient en intégrant la densité comme suit :

Fx<xhx2>=l/' L/' Fx(or,22) AN () dA(2a):
]—00711/‘2} ]_Oovxl]

3. Si fx est continue en (x1,z3) alors

0Fx
80&1 81’2

fx(x1,22) = (21, 72);

4. Si Fx est de classe C? sur R?, alors la loi de X est absolument continue et

0Fx
(9.%1 8x2

fx(w1,m9) = (71, 2);
5. A une équivalence pres pour la mesure de Lebesque sur R?, la fonction fx caractérise la loi
jointe Px.

Proposition 3.7
Toute fonction fx de R? dans R, positive, intégrable et telle que

Ix (@, 22) dA(z1) dA(22) =1

R2
est la densité d’une loi absolument continue sur (R?, Bgz).

Proposition 3.8 (Calcul des lois marginales)

Si le couple X = (X1, X3)" admet une loi conjointe absolument continue, alors ses lois marginales
sont absolument continues et sa densité détermine les densités des lois marginales (appelées densités
marginales) :

fﬂmzéhuwmwm,hwmzémmmmmw

Exemple 3.2
1. Soit X un couple aléatoire de loi uniforme sur D = [0,1]*>. On a alors fx(z) = 1p(z).
Déterminons la fonction de répartition ainsi que les lois marginales de X.
— La fonction de répartition est donnée par

0 sizy <Oouzy <O

T2 si0<x; <let0< 2, <1
Fx(x) =1 = si0<z;<letxy>1

To Si0<zy<letz;>1

1 sizy >1etxy>1.
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— On obtient les marginales a 1’aide de la proposition 3.8 :

fxl(iﬁ) = / 1D(9€1,332) dxy = 1[0,1}(1'1)/ 1[0,1](952) dxy = 1[0,1}(1'1)a
R R

et fx,(%2) = Lo 1y(22)-
2. Soit Z = (X,Y)’ un couple aléatoire dont la loi est donnée par la densité

A
fz(z) = 7y10§y§w§2~

— Déterminons la fonction de répartition au point (xq,yo). Il faut distinguer plusieurs cas.

Par exemple, si 0 < yy < ¢ < 2. La fonction de répartition s’obtient en intégrant la
densité sur le domaine hachuré.

Yo

0 xQ 2

FIGURE 3.1 — Domaine d'intégration.

On peut calculer cette intégrale de deux maniéres différentes (au moins) :

Yo xo T 2
Fr(x0,90) = / / 7y dzdy = —y106 (225 — )
0 y

Yo T o Yo o 2
Fraoon) = [ [ Daydor [ 7 ayde = W20 i)
0 0 yo YO

En répétant ces calculs sur les différents ensembles, on obtient

ou

;

0 siz<0Oouy<0
2 )
31’—9(2x2—y2) si0<y<xz<?2
Fy(x,y) = :‘1’—9(8—342) si0<y<2<uzx
% si0<z<yetaxr <2
\1 siz>2ety>2.
— Les marginales sont
z? Y 2
Ix(z) = 11[0,2](95) et fy(y) = 1(4 —y ) p2(y).
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28 Chapitre 3. Vecteurs aléatoires

— Calcul de P(Y > X?). On a

P(Y > X?) = /R/sz(x,y)lyzgﬁz dz dy.

Il suffit donc d’intégrer la densité sur le domaine représenté sur la figure 3.2.

0 Y N 1

FIGURE 3.2 — Domaine d'intégration.

On obtient o
Yy 1
P(Y > X?%) = Zdrdy = —.
v > X?) // Y drdy =

3.3 Espérance - moments d’un vecteur aléatoire

3.3.1 Espérance

Définition 3.5
On dit que X = (Xi,...,X,)" posséde une espérance mathématique si ses variables marginales
Xy,..., X, possedent une espérance mathématique. On pose alors

E[X] = (E[X4],...,E[X,]).

Les propriétés de l'espérance mathématiques pour les vecteurs aléatoires découlent donc directe-
ment de celles de 'espérance mathématiques des v.a.r. En particulier, on a le résultat de linéarité
suivant.

Théoréme 3.2
Soit A une matrice réelle p x n. Alors

E[AX] = AE[X].

Le théoréme de transfert pour les vecteurs aléatoires permet de calculer I'espérance d’une v.a.r.
p(X).
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Théoréme 3.3 (Théoréme de transfert)
Soit ¢ une fonction mesurable de (R"™, Bgn) — (R, Br). Alors ¢(X) est une v.a.r. P-intégrable si
et seulement si ¢ est Px-intégrable. On a alors

E[o(X)] :/QQO(X(LU))dP(w):/ngo(xl,...,xn)dPX(xl,...,xn).

Exemple 3.3
Soit X = (Xj, X2)" qui suit une loi uniforme sur [0, 1] x [0, 1]. Calculons E[X; + X5]. D’apreés le
théoréme précédent, on a

1l
E[Xl + XQ] = / / (l’l + xz) dl’l d.Z'Q =1.

o Jo
On aurait aussi pu faire directement E[X; + X5] = E[X;] + E[X;] = 1.

3.3.2 Variance - covariance

Interprétation de la variance V[X;] . Pour simplifier on se place dans le cas n = 2. Si X
admet un moment d’ordre 2, on rappelle que

V[Xi] = E [([X1] - E[X1))?].

On note M le points de coordonnées (X, X3) et G celui de coordonnées (E[X], E[X5]).

E[Xo] | [ )

FIGURE 3.3 — Interprétation de V[X1].

Nous voyons sur la figure 3.3 que V[X;] mesure la dispersion de la distance entre les projetés des
points G et M sur le premier axe. Il est nécessaire de chercher a caractériser la dispersion dans
toutes les directions.

Soit u un vecteur unitaire de coordonnées («, [5). On cherche a caractériser la dispersion entre M
et G sur la direction engendrée par u. On note H le projeté orthogonal de M sur Vect(u) (voir
figure 3.4).
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FIGURE 3.4 — Dispersion dans la direction engendrée par u.

On a par construction : L
GH = o(X; — E[X1]) + 8(X2 — E[X3]).

Par conséquent E[GH] = 0 et

VIGH] =E [(a(X1 — E[X1]) + B(X> — E[X,]))?]
=a’V[X] + f°V[X;3] + 2a8Cov(X;, X>)

. V[Xl] COV(Xl,X2> o
=(a p) <Cov(X1,X2) V(X,) ) <5>
avec Cov(Xi, Xy) = E[(X; — E[X])(X2 — E[X3])]. Cette espérance existe puisque

(X1 = E[X1])* + (X2 — E[X])?].

DO | —

(X1 — E[X4])(X2 — E[X3])] <

La matrice permet de mesurer la dispersion du projeté de M dans toutes les directions de R2.

Remarque 3.2 L
En prenant u = (1,0)’, on retrouve bien V[GH]| = V[X}].

Définition 3.6
1. Un vecteur aléatoire X = (X1,...,X,) dont toutes les variables marginales possédent un

moment d’ordre 2, i.e. E[X?| < +oo, est dit du second ordre.

2. On appelle alors matrice des moments du second ordre de X la matrice carrée Mx de taille
n x n de terme général m;; = B[X,;X;].

3. On appelle matrice des variance-covariance de X la matrice carrée X x de taille n X n de
terme général

ol = E[(X; — E[X,]))(X; — E[X;])] = E[X:X,] — E[Xi]E[X].

v

afj s’appelle la covariance entre X; et X; et est noté Cov(X;, Xj).
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Remarque 3.3
1. Les matrices My et X x sont des matrices symétriques;

2. Si toutes les variables marginales X; sont centrées alors My = Xx ;

3. V(X;) = Cov(X;,X;), i = 1,...,n, donc les éléments de la diagonale de Y x sont les
variances des variables marginales.

4. Si Y x = Id, on dit que le vecteur aléatoire X est réduit.

5. Les matrices Mx et X x peuvent s’écrire
My =E[XX'] et Yx=E[(X —EX))(X —E[X])].
6. Si A est une matrice réelle de dimension p X n, on déduit de la linéarité de 1’espérance

MAX = AM)(A/ et EAX = AzxA/.

Proposition 3.9
Une matrice symétrique X est la matrice de variance-covariance d’un vecteur aléatoire si et seule-
ment si elle est positive (u'Su >0 Yu).

Proposition 3.10
Soit X un wvecteur aléatoire dont la matrice de variance-covariance Yx est inversible. Alors le

vecteur Z;(l/QX est réduit et le vecteur E;(l/z(X — E[X]) est centré réduit.

Proposition 3.11
Soit X = (Xy,...,X,)" un vecteur aléatoire du second ordre. Alors

EX, +...+ X,]=E[Xi] +... + E[X,)]

et
VIXi+.. + X =) VIX]+ Y Cov(X;,X;)= > Cov(X; X))
i=1 1<i#j<n 1<i,j<n

En particulier, si Vi # j, Cov(X;, X;) =0, on a

VX, +... 4+ X,] = En:V[XZ-]. (3.2)

3.4 Corrélation

Il est facile de voir que Cov(X; + a,Xs + b) = Cov(Xy, Xs). Par contre, Cov(aX;,bXs) =
abCov (X1, X5), il est ainsi difficile d’interpréter la valeur d’une covariance.

3.4.1 Le coefficient de corrélation linéaire
Définition 3.7
1. Soit (X1, Xs) un couple de variables aléatoires du second ordre tel que V(X;)V(X2) > 0.
On appelle coefficient de corrélation (linéaire) du couple (X1, Xs)' le réel
COV(Xl, X2>

) = V)
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2. Si Cov(X1,X3) #0, on dit que Xy et Xy sont corrélées.
3. Si Cov(Xy, Xs) =0, on dit que X, et X5 sont non corrélées.

Théoréme 3.4
1. Le coefficient de corrélation linéaire est compris entre -1 et 1, i.e., |p(X1, X2)| < 1.

2. Si |p(X1,X2)| = 1 alors les variables X, et Xy sont liées par une relation affine, i.e., il
existe (a,b) € R? tel que Xo = aX; +b.

3. Le coefficient de corrélation linéaire est invariant par transformation affine x — ax+0b avec
a > 0.

La premiére assertion du théoréme est une conséquence directe de I'inégalité de Cauchy-Schwartz

(BE[X,X,]])? < E[XYE[X?] = Cov(X;, X,)? < V[X;]V[X,].

Remarque 3.4
Le coefficient de corrélation linéaire permet, comme son nom l'indique, de mettre en évidence une
relation linéaire (et uniquement linéaire!) entre deux variables. En effet, si X ~ A (0,1) et Y = X2
alors

Cov(X,Y) = E[X?] - E[X]E[X?] = 0.

Par conséquent p(X,Y) = 0 alors qu'’il existe une relation entre X et Y (Y = X?).

3.4.2 Interprétation hilbertienne

On considére I'espace L (£2) des fonctions de carré intégrable muni du produit scalaire < X, Xy >=
E[X;X5]. Cet espace est un espace de Hilbert (on montre qu’il est complet pour la norme associée
(E[X?Z])'/2). On a alors

COV(Xl,Xg) =< Xl — E[Xl],XQ — E[Xg] > et p(Xl,XQ) = COS(Xl — E[XlLXQ — E[XQ])

Cette structure hilbertienne permet de retrouver les résultats suivants :
— Cov(Xj, X3) = Cov(Xs, Xj) et Cov(AX; + X, X3) = ACov (X1, X3) + Cov (X, X3);
— p(X1, X3) < 1et|p(Xy, X2)| =1si X; et Xy sont liés par une relation affine.
— Cov(X1, X5) =0<«= (X; —E[Xj]) L (X2 — E[X3]) et "équation (3.2) s’interpréte comme
le théoréme de Pythagore. Par abus de langage, on dit dans ce cas que X; et X5 sont
orthogonales et on note X; 1 Xs.

3.5 Variables (ou vecteurs) aléatoires indépendant(e)s

Définition 3.8 (Rappels)
1. Deuz évenements Ay et Ay de A sont indépendants si P(A; N Ag) = P(A;)P(A,).

2. Soit (A;)ier une suite (finie ou infinie) d’événements distincts. Les évenements A;,1 € I sont
dits (mutuellement) indépendants si pour toute collection finie A;,,...,A; d’événements
distincts on a

P(A, Nn...NA;,) =P(A;)...P(4;).
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3. Deux classes d’évenements Cy et Cy sont indépendantes si pour tout événement Ay de Cy et
Ay de Cy, Ay et Ay sont indépendants.

4. Soit (C;)ies une suite (finie ou infinie) de classes d’événements de A. On dit que les classes
Ci,i € I sont (mutuellement) indépendantes si pour toute suite finie C;,, . ..,C;, extraite de
la suite C;,i € I et pour toute suite d’évenements A;, € Ciy, ..., A; €C;p, on @

PA,Nn...NA,)=P(A;)...P(4,).

Théoréme 3.5

St les classes Ci, 1 € I sont indépendantes et stables par intersection alors les tribus engendrées par
C;,1 € I sont indépendantes.

On rappelle que la tribu engendrée par un vecteur aléatoire X de R” est o(X) = X (Bgn). Nous
pouvons donc prolonger la notion d’indépendance aux vecteurs aléatoires.

Définition 3.9
1. Deux vecteurs aléatoires réels X et Y définis sur (2, A, P) sont dits indépendants si les
tribus o(X) et o(Y) sont indépendantes. En particulier, lorsque X est a n dimensions et'Y
a m dimensions, X etY sont dits indépendants si pour tout A € Bgrn, B € Brm, on a

P(X €AY eB)=P(X € AP(Y € B).

2. Soit (X;)ier une suite de vecteurs aléatoires définis sur (2, A, P). Les vecteurs X;,i € I
sont dits (mutuellement) indépendants si les tribus (o(X;))ier engendrées par ces vecteurs
sont (mutuellement) indépendantes. En particulier, X;,i € I sont dits (mutuellement) in-
dépendants si pour toute suite finie X;,, ..., X;, extraite de (X;);er et pour toute suite finie

de boréliens B;,,...,DB;,, on a

P(X;, € B;,....X;, € B;,) =P(X;, € B;))...P(X;, € By,).
Théoréme 3.6
Soit X1,..., X, n v.a.r. mutuellement indépendantes. Alors :
1. Les vecteurs
(Xiy ooy X)), (Xngity oo X))y ooy (X i1y -+, X00)
sont mutuellement indépendants ;

2. Soit g1,...,g, n fonctions réelles mesurables. Alors les v.a.r. g1(X1), ..., gn(Xy) sont mu-
tuellement indépendantes.

Par conséquent si X;, X, et X3 sont des variables indépendantes, on déduit :
X1HX27 (XlaXQ)/HXZ}a (Xl +X2)HX37

Dans la suite de cette partie, on désigne par X = (X7, ..., X,,)" un vecteur aléatoire & n dimensions,
de loi conjointe Px et de fonction de répartition F'x. On note Px,,...,Px, les lois marginales et
Fx,,..., Fx, les fonctions de répartition des lois marginales. Les théorémes suivants donnent des
conditions simples pour vérifier que les v.a.r. Xi,..., X, sont indépendantes.
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Théoréme 3.7
Les wvariables marginales X, ..., X, sont (mutuellement) indépendantes si et seulement si pour
tous réels x1,...,2,, on a

P(Xl S L1y .- ,Xn S ZEn) = P(Xl S Jfl) . P(Xn S (L’n),
ou encore, si et seulement si

Fx(l‘l, Ce ,I‘n) = FXl(l‘l) .. -FX,L(xn)-

Théoréme 3.8

Les variables marginales X, ..., X, sont (mutuellement) indépendantes si et seulement si la loi
conjointe Px est le produit des lois marginales Px, ® ... ® Px, . Dans ce cas, si By,..., B, sont
des boréliens de R et © est une fonction P x-intégrable, on a d’apres Fubini

/ go(xl,...,xn)dPX(xl,...,xn)—/ / o(xy,...,2,)dPx, (1) ...dPx, (z,).
B1X...XxBp, n By

Dans le cas particulier ou les vecteurs aléatoires sont de loi absolument continue, on peut montrer
a l'aide du théoréme de Fubini-Tonelli le résultat suivant.

Théoréme 3.9
Si les variables marginales X1, ..., X, sont indépendantes, de lois marginales absolument continues
et si l'on note fx,,..., fx, les densités marginales respectives, alors la densité conjointe fx de X
est de la forme

fx(x) = fx,(v1) .. fx, (2n).

Réciproquement, si le vecteur aléatoire X = (X1,...,X,) posséde une densité conjointe de la
forme

fx(@r, ..o xn) = fi(xr) ... fu(zn),

alors les variables marginales sont indépendantes et leurs densités respectives sont égales, a une
constante multiplicative pres, a fi,..., fa.

Exemple 3.4
1. Soit X = (X3, X5)" de loi uniforme sur le carré D = [—1,1]%. On a alors
1 1
fx(z) = 11p(x) = 71 (@) 1n(22) = fi(2) falz2)

avec fi(z1) = 31 11(21) et fo(za) = 11_11y(22).

2. Pour le deuxiéme vecteur de 'exemple 3.2, on a clairement fz(x,y) # fx(x)fy(y). X et Y
ne sont donc pas indépendantes.

Théoréme 3.10
Deuz v.a.r. X1 et Xy sont indépendantes si et seulement si pour toutes fonctions mesurables g, et
g2, on a

E[g1(X1)g2(X2)] = E[g:(X1)]E[g2(X2)].

On déduit le corollaire suivant.
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Corollaire 3.1 (Indépendance = covariance nulle)
Soit X1 et Xy deux variables aléatoires réelles indépendantes admettant des espérances mathéma-
tiques. Alors le produit X1 Xs admet aussi une espérance mathématique et

E[X, X,] = E[X1|E[Xy].

Proposition 3.12
St X1 et Xy sont deux variables aléatoires réelles indépendantes ayant des moments d’ordre 2 finis,
alors Cov (X, X3) = 0.

Remarque 3.5

On déduit que deux variables indépendantes sont non corrélées. Mais attention la réciproque est
fausse. On a vu que pour X ~ N (0,1) et Y = X? on a Cov(X,Y) = 0. Or X et Y ne sont
clairement pas indépendantes, il suffit par exemple de voir que pour x > 0 on a

P(Y <2%[X|<2)=P(|X] <) #P(Y <2*)P(|X| < ),

On déduit facilement que la variance de la somme de v.a.r. indépendantes est égale a la somme
des variances.

Proposition 3.13
Soit Xq,..., X, n v.a.r. indépendantes ayant des moments d’ordre 2 finis, alors

\Y% (Zn: Xi> = Zn:V(Xi). (3.3)

On peut remarquer que (3.3) reste vrai si les n v.a.r. sont (seulement) deux & deux non corrélées.

3.6 Calcul de loi

Soit X = (Xi,...,X,)" un vecteur aléatoire de loi Px et de fonction de répartition F. On
considere ¢ : R™ — RP une fonction mesurable. On se pose la probléme de calculer la loi de
Y = p(X).

3.6.1 Cas discret

Pour une loi discréte, 'approche s’effectue généralement en deux temps :
1. détermination du support Sy de Y ;
2. calcul des probabilités P(Y = y) = P(¢(X) = y) pour tout y = (y1,...,¥,) € Sy.

3.6.2 Cas absolument continue
Utilisation de la fonction de répartition

L’idée consiste a exprimer la fonction de répartition Fy en fonction de Fly :
Fy(y) = P(p(X) €] —oo,y1] x ... x] — 00, 4,])

= / 1¢(x)6]—oo,y1]><...><]—oo,yp] dPX<I17 s 7xn)-
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Une fois cette intégrale calculée, on obtient la densité de Y en dérivant Fy par rapport a ses p

\/ariables .
Y(y) 9y1 o ayp (yh 7yp)

Le calcul de Fy est souvent long. On préfére utiliser les méthodes suivantes.

Utilisation de la mesure image

On se place ici dans le cas ou Sy est un ouvert U inclu dans R"™ (la densité s’écrit fx(z)1y(z))
et on suppose que ¢ : U — V est une C'-difféomorphisme (différentiable, bijective et dont les
dérivées partielles sont continues). On a alors le théoréme de changement de variable suivant.

Théoréme 3.11
Sous les hypothéses ci-dessus, on a pour toute fonction f intégrable

/f )dA(y /f )| det(J,.)| dA(x)

/f ) dA(z /f “(y))] det(J, )| dA(y)

ou J,, désigne la matrice Jacobienne au point x

8901 64,01
J(,Da; = :

8g0n &pn

8x1() 8xn()

On déduit alors la densité de Y.
Théoréme 3.12

Py est la mesure image de Px par o (Py =Pxo¢™). On a donc

Fr(y) = fx (o™ ()] det (1) 1y (y).

Remarque 3.6

Il est indispensable que ¢ soit bijective. Si par exemple V' est un ouvert de R? avec p < n, on ne peut
utiliser directement le théoréme précédent. Un moyen de pallier & cette difficulté consiste a “complé-
ter” ¢ en une fonction bijective : on définit ¢ = (1, ..., ©p, Ppi1s- - - Pn) un C'-diffeomorphisme.
Le théoréme 3.12 nous permet de calculer la densité fy de Y = (Yy,... ,Yp,f/pﬂ, e ,}7”) La
densité de Y s’obtient en intégrant fy par rapport a ses n — p derniéres variables.

Exemple 3.5
Soit X = (X, X5)" de loi uniforme sur le carré D =|0, 1[%. On cherche la loi de X; + X5. On pose
Y = (Xl + XQ,XQ)/ et

©0:D—=>A={(y1,42),0<ys<lety, <y <14y}
(1, 22) = (Y1 = 1 + T2, Y2 = T2).
D’apres le théoreme 3.12, la densité de Y est donnée par
fr(y) = 1o(e™ (y))| det(J,;1)[1a(Y) = Locy,—yo<iLocyoct-
La densité de Y; = X; + X, s’obtient en intégrant fy par rapport a ys :

() = / Sy (W) dya = y1locy, <1 + (2 — 1) Loy, <o
R
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Utilisation de la fonction muette

L’approche est identique a celle effectuée pour les v.a.r. Il s’agit de trouver une fonction g mesurable
telle que pour toute fonction h mesurable on ait

E[h(p(X))] = / ho(@)) fx(x) dA(z) = ... = /V h(y)g(y) dA).

Par identification, une telle fonction g est une densité de Y. Cette fonction s’obtient généralement
par un changement de variable.

Exemple 3.6
On reprend 'exemple précédent. On effectue le changement de variable

o : R? - R?
(y1,y2) — (y1 - y2792)~

On obtient
Eh(X; + X5)] = //R2 h(x1 + x2)1p(xy, o) dzy dg
= //R2 h(y1)1p(yr — Y2, y2) dyr dyo
:/Rh(yﬂ/ﬂ{li)(yl_y2>y2)dy2dy1‘

Il vient par identification

Ixiix2 (Y1) = / 1p(y1 — Yo, Y2) dyo.
R

Produit de convolution

Le produit de convolution permet de déterminer la densité de la somme de deux variables aléatoires
réelles indépendantes.

Définition 3.10
Sotent f et g deux fonction intégrables. On appelle convolution de f et g la fonction f x g définie
par

(f % 9)(x) = / F(x — D)g(t) dA(E).

Proposition 3.14
Soient f, g et h trois fonction intégrables. Alors

frg=gxf et (fxg)xh=Ffx(g*h)\—pp

Théoréme 3.13
Soient X et'Y deux v.a.r. indépendantes de densité fx et fy. Alors fx * fy est la densité de
X1+ X,

On peut recalculer la densité de X7+ X, de ’exemple précédent en faisant le produit de convolution
entre les deux fonction indicatrices sur |0, 1].
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Chapitre 4

Lois usuelles dans R"

4.1 La loi multinomiale

On rappelle que la loi binomiale permet de modéliser le nombre de succés d’une expérience a 2
issues (succés ou échec) répétées n fois de fagon indépendante. La loi multinomiale généralise la loi
binomiale. Plus précisément, suite & n répétitions indépendantes d’une expériences a k issues de
probabilités respectives py, . . ., p, la loi multinomiale permet de modéliser le nombre de réalisations
X; de l'issue 1.

Définition 4.1

On dit que le vecteur X = (Xy,...,Xy) défini précédemment suit une loi multinomiale de pa-
rametres (n,py,...,px) et on note X ~ M(n,pi,...,pr). Pour x = (x1,...,2;) € NF avec
S xy=mn, ona

n! - -
P((Xy,..., X)) = (21,...,2%)) = —xk'pll Y

Il! ..
Exemple 4.1
1. On effectue un sondage en choisissant au hasard n individus (avec remise) dans une popu-
lation partagée en k catégories et on note X; le nombre d’individus sélectionné dans la °™°
catégorie. Le vecteur X = (X7,..., X})" suit une loi multinomiale;

2. On retrouve la loi multinomiale dans diverses parties de la statistique telles que la régression
logistique multiclasse ou le test du Chi-Deux.

Proposition 4.1
1. Les variables marginales X1, ..., X sont dépendantes et par construction Zle X, =mn. On

a bien évidemment SF | p; = 1.

2. Chaque variable marginale X; suit une loi binomiale B(n,p;).

3. E[X] = (np1,...,npx) et la matrice de variance-covariance de X est égale a
npi(1 = p1) —npip2 e —Np1Pk
—npipe npe(l—p2) ... —npapy
Yx = . : . .
—np1pk —npape - npR(l = pr)

Cette matrice est non inversible.
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Preuve. Les points 1 et 2 sont évidents. Montrons 3. Il suffit de montrer Cov(Xy, X3) = —npps.
Onapouri=1,...,k X, = Z?Zl X;; ot Xj; suit une loi de Bernoulli de paramétre p;. Il vient

E[X,X,] = Zn: Zn: E[X;;Xy] = > E[X;;Xy]+ Zn: E[X1: Xa].

i=1 j=1 1<i#j<n i=1

Or X1; X5 =0 p.s. car les issues 1 et 2 ne peuvent pas se réaliser au cours de la méme expérience
et E[X1;Xy;] = p1p2 pour i # j. On déduit E[X; X5] = (n? — n)pips et

Cov(Xy, Xo) = (n® — n)pipy — n’p1ps = —np1ps.

4.2 Vecteurs gaussiens - loi multinormale

4.2.1 Rappels sur la loi normale dans R

Nous renvoyons le lecteur a 'annexe A.

4.2.2 Définition - premiéres propriétés

La définition d’un vecteur aléatoire gaussien n’est pas trés intuitive.

Définition 4.2
On dit que le vecteur aléatoire X = (X1,...,X4) est un vecteur gaussien si toute combinaison
linéaire de ses variables marginales a1 X1 + ... + ag Xy est une v.a.r. gaussienne.

Proposition 4.2
La loi d’un vecteur aléatoire gaussien X = (Xi,...,Xy)" est entierement déterminée par la donnée

de son espérance mx € R® et de sa matrice de variance-covariance Xx (de dimension d x d). On
note alors X ~ N (mx,Yx).

Proposition 4.3 (Vecteur gaussien = Composantes gaussiennes)
Si le vecteur X = (X1,...,Xy) est gaussien, alors chaque variable aléatoire X;,i = 1,...,d est
gaussienne.

Remarque 4.1 (Le réciproque est fausse!)
Soit X ~ N(0,1) et £ une variable aléatoire de Rademacher indépendante de X , i.e., P(e = 1) =
P(e = —1) = 1/2. On considére la variable Y = X et le vecteur V = (X,Y)". On a alors
Fy(u)=PY <u)=PEX <ule=1)P(e=1)+PeX <ule = -1)P(e = —1)
1
= §[P(X <u)+P(X > —u) =P(X <u) = Fx(u).

Y est donc une v.a.r. gaussienne centrée réduite. Les composantes du vecteur (X,Y)" suivent ainsi
des lois gaussiennes alors que (X,Y’)’ n’est pas un vecteur gaussien. En effet, il suffit de voir que
Z = X 4+ Y n’est pas une v.a.r. gaussienne :

P(Z=0)=P(1+)X=0)=P(e=—-1) = .

Or si Z est une v.a.r. gaussienne on a P(Z = 0) = 0 (ou 1 dans le cas d'une v.a.r. centrée
dégéneérée).
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La réciproque de la proposition 4.3 est en revanche vraie si les marginales sont indépendantes.

Proposition 4.4 (Composantes gaussiennes indépendantes = Vecteur gaussien)

Soit X1, ..., X4 d variables aléatoires indépendantes. Le vecteur X = (Xy,...,Xy)" est gaussien si
et seulement si pour tout i € {1,...,d} la variable aléatoire X; est gaussienne.
Proposition 4.5
1. X = (Xy,...,Xy) ~ N(mx,Xx) si et seulement si X peut se décomposer sous la forme
X = AY +my, avec Y ~ N(0,1), A matrice d x d satisfaisant AA' = Y x et rang(A) =
rang(Xy).

2. 9 X = (X1,...,Xy) ~N(mx,Xx), A est une matrice { x d et b € R’, alors AX + b ~
N(Amx + b, AXx A"). En particulier, si Xx est inversible le vecteur Z}l/Q(X — mx) est
gaussien standard.

On a vu dans la chapitre 3 que dans un cadre général I'indépendance implique la non corrélation
mais que la réciproque est fausse. La proposition suivante montre que cette réciproque est valable
pour les vecteurs gaussiens.

Proposition 4.6 (Vecteur gaussien : Indépendance < Décorrélation)
1. Soit X = (Xq,...,Xq)" un vecteur gaussien de loi N(mx,Xx). Les variables aléatoires
X1,..., X4 sont indépendantes si et seulement si elles sont non corrélées, c’est-a-dire si et
seulement si la matrice de variance-covariance Xy est diagonale.

2. Soit Z = (Xq,...,Xaq, Y1,...,Y,) un vecteur gaussien. Alors, les vecteurs (Xy, ..., Xy) et
(Y1,....Y,) sont indépendants si et seulement si ils sont non corrélés.

Proposition 4.7 (Densité)
Soit X = (X1,...,Xy) ~ N(mx,Xx). X admet une densité fx si et seulement si det(Xy) # 0.

On a alors
xXr) = ! ex ——1 Xr — /2 ! r—Mmx
fX( ) ( ,—)d ,—t(z ) p ( ( mx) X ( >> )

ot x = (T1,...,24).

Preuve. Comme Yy est inversible, le vecteur Y = Y7V3(X — myx) ~ N(0,1). Sa densité est

donnée par
d d
1 yf) 1 1 2
= exp | —= | = exp | —= ° .
Iy () 11 = p( > ) = p( 324

7

Le changement de variable
@ : R = R
Ty = 2;/2(90 —mx)
nous donne la densité de X
fx(@) = fr (2573 = mx)) et |
@ étant une application affine, sa matrice jacobienne vaut Z;(l/ 2, d’ou le résultat.

|
Définition 4.3
Une wvecteur gaussien X dont la matrice de variance-covariance a un déterminant nul est dit
dégénéré.
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4.2.3 Vecteurs gaussiens et loi du Chi-Deux

Proposition 4.8
Si X = (X1,...,Xq) ~ N(mx,Xx) avec Sy inversible alors (X — mx)'S (X — my) suit une
loi x*(d).

Proposition 4.9
Soit X = (Xy,...,Xq) ~N(0,1I).
1. Soit A une matrice symétrique d x d. X' AX suit une loi du x? si et seulement si A est une

matrice de projection orthogonale.

2. Soit A et B deux matrices de projection orthogonale. X'AX et X'BX sont indépendantes
si et seulement si AB = 0.

Nous pouvons maintenant énoncer le théoréme de Cochran.

Théoréme 4.1 (Théoréme de Cochran)
Soit X = (X1,...,Xq) ~ N(0,1). Soit Ay,..., A, p matrices symétriques de dimension d X d
telles que Z?zl X'A; X = X'X. Alors les trois conditions suivantes sont équivalentes :

1. Z§:1 rang(A4;) =d;

2. Pour tout j =1,...,p, X'A; X ~ x*(rang(A4;)) ;

3. Les variables X'A; X sont indépendantes.

Cette version est la version générale du théoréme de Cochran. En statistique, on utilise souvent le
corollaire suivant. Ce corollaire est d’ailleurs parfois énoncé sous le nom de “Théoréme de Cochran”.

Corollaire 4.1

Soit X = (X1,...,Xa) ~N(0,I) et F un sous-espace vectoriel de R? de dimension p. On note Pr
la matrice de projection orthogonale sur F et Pri = I — Pr la matrice de projection orthogonale
sur FLX. On a les propriétés suivantes :

1. PrX ~ N(0,Pr) et Pra X ~ N (0, Pr.);

2. Les vecteurs aléatoires PrX et Pri X sont indépendants ;

3. |PXIIP ~ x*(p) et [|ProX|* ~ x*(d = p).

Remarque 4.2

1. Ce résultat sera trés utilisé dans le cours de régression linéaire ;

2. On peut voir ce théoréme comme un analogue (en loi) du théoréme de Pythagore. L’identité
|z||2 = || Prz||? + | Prez|? pour z € R™ devient || X||2 £ || PrX |2 + ||ProX|? (la notation
£ signifiant une égalité en loi). On dispose de plus de la loi des deux termes de la somme.

3. La preuve s’écrit assez facilement en se plagant dans une base orthonormée B = (uq, ..., uy)
de R? telle que (uy,...,u,) soit une base orthonormée de F et (upy1,...,uq) soit une base
orthonormée de F+.
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Chapitre 5

Fonctions génératrices, fonctions
caractéristiques

Etant donné X une v.a.r. définie sur (€2,.4, P), nous cherchons dans ce chapitre des fonctions 1
qui permettent :

1. de caractériser la loi de X (comme peuvent le faire la fonction de répartition, la densité et
la fonction de masse);

2. de calculer “aisément” les moments de X (si ils existent).

5.1 Fonction génératrice des moments factoriels

Cette fonction est définie uniquement pour les v.a.r. discrétes a valeurs dans N. Dans cette section,
nous considérons donc X une v.a.r. discréte a valeurs dans N, de loi Py et de fonction de masse

TX.
Définition 5.1
On appelle fonction génératrice des moments factoriels de X la fonction

Gy : s+ E[s¥] = anﬂx(n).
neN
Exemple 5.1
Si X suit une loi de Bernoulli de parameétre p alors Gx(s) = sp+ 1 — p.
Proposition 5.1
1. Gx est définie pour tout réel s tel que E[s*] < +o00;

2. La série ), ys"mx(n) étant absolument convergente dans [—1,1], Gx est continue sur
[_17 1} ’

3. Gx admet des dérivées de tout ordre sur | —1,1].

Théoréme 5.1
La fonction génératrice des moments factoriels de X détermine la loi de X. On a de plus Gg’;)(O) =
k! X (/{?) .

Exemple 5.2
Pour la loi de Bernoulli de paramétre p, on retrouve bien

Gx(0)=1—p=mx(0) et G%(0)=p=mx(1).
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Proposition 5.2
La fonction génératrice des moments factoriels Gx admet une dérivée a gauche de 1 d’ordre k

Gg];)(l) si et seulement si le moment factoriel d’ordre k de X défini par E[X(X —1)... (X —k+1)]
existe et est fini. On a alors

EX(X-1)...(X—k+1)]=6%().
On déduit de la proposition précédente

E[X]=Gx(1), EXX-1]=G%(1) dou V(X)=G%(1)+Gx(1) - (Gx(1)*

Proposition 5.3
Si X etY sont des v.a.r. indépendantes, de lois discrétes a valeurs dans N, alors on a pour tout
s pour lequel Gx 1y (s), Gx(s) et Gy (s) existent

Gx+y(8) = Gx(S)Gy(S).

Théoréme 5.2
Soit (Xi)ren une suite de v.a.r. a valeurs dans N de fonctions de masse respectives (mx, Jren €t
X une v.a.r. a valeur dans N de fonction de masse wx. Alors les deux propriétés suivantes sont
équivalentes :

1. Vn € N limy 0o mx, (n) = mx(n) (on dit que X}, converge en loi vers X );

2. Vs €]0,1][, on a limg_,1» Gx, (s) = Gx(s).

5.2 Fonction génératrice des moments

Nous cherchons ici a généraliser la fonction génératrice des moments factoriels Gx a des v.a.r.
quelconque. Soit X une v.a.r. (quelconque) définie sur (2,4, P) de loi P x. On considére la fonction
gx : u s E[e*¥] définie que {u € R : E[¢*¥] < +00}. On peut déja remarquer que cette fonction
est toujours définie en 0 et que gx(0) = 1.

Définition 5.2 (fonction génératrice des moments)
Si la fonction gx : u — E[e*¥] est définie sur un voisinage ouvert de 0, alors elle est appelée
fonction génératrice des moments de la loi de X.

Proposition 5.4
1. Y(a,b) € R%, on a gax1s(u) = e™gx(au) ;

2. Sila loi de X est symétrique (X a la méme loi que —X ), alors la fonction gx est paire;
3. La fonction gx est convexe;

4. gx détermine la loi de X.

Théoréme 5.3
Soit X une v.a.r. admettant une fonction génératrice des moments gx définie pour tout u dans un
intervalle ouvert Juy, us[ (uy <0 < wuy). Alors :

1. pour tout k € N, E[|X|*] < +o00;
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2. pour tout u €] — ug, up[, avec 0 < uy < min(—uy,us), on a

u? u”

gx(u) =1 +E[X]u+E[X2]§ +...+E[X”]H +...

3. pour tout k € N, E[X*] = ggﬁ)(O).

Exemple 5.3
Soit X une v.a.r. de loi exponentielle de paramétre A > 0. On a pour tout u €] — A\, A :

+o0
gx(u) = /0 e e Mdt = P

On retrouve bien que

2 .
BIX =gy (0) = 1, BIX?=g4(0) =55 don V(X) =15
Remarque 5.1
D’aprés le théoréme précédent, 'existence de gx implique que Xadmet des moments de tout ordre.
La réciproque est fausse (considérer par exemple la loi log-normale). Ainsi, la suite des moments
d’une v.a.r. ne détermine pas sa loi.

Proposition 5.5
Soit X etY deuz v.a.r. indépendantes admettant une fonction génératrice des moments, alors pour
tout u tel que gx iy (u), gx(u) et gy(u) existent, on a

gx+y (u) = gx (u)gy (u).

Remarque 5.2
Les fonctions gx et Gx caractérisent la loi de X et permettent de calculer ses moments. Cependant,
en pratique il est difficile de retrouver explicitement la loi de X & partir de gx. C’est pourquoi
pour les v.a.r. discrétes a valeurs dans N, on préfére souvent utiliser Gy (on peut remarquer
que gx(u) = Gx(e")). Pour les variables absolument continues, on préférera utiliser la fonction
caractéristique.

5.3 Fonction caractéristique

5.3.1 Cas d’une variable aléatoire réelle
On considére X une v.a.r. définie sur (2, A, P).

Définition 5.3
On appelle fonction caractérisique de X la fonction px : R — C définie comme la transformée de
Fourier de sa loi de probabilité

px(t) = E[e""].

Si X est discréte de support S et de fonction de masse 7wy alors

px(t) =Y mx(t)e™.

z€eS
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De méme si X est absolument continue de densité fx alors

pxlt) = [ e re(o) e

Exemple 5.4
Le tableau 5.1 donnes les fonctions caractéristiques de quelques loi usuelles :

’ Loi H Fonction caractéristique ‘
Bernoulli B(p) pe' + (1 —p)
Binomiale B(n, p) (pe + (1 —p))"
Poisson P(\) M)

Géométrique G(p) pe’ /(1 — (1 —p)e?)
Uniforme U([—a, a]) || sin(at)/(at)
Exponentielle £(\) A/ (A —it)
Gaussienne (m, 02) || e 7" "/2

TABLE 5.1 — Fonctions caractéristiques de quelques lois usuelles.

Proposition 5.6
1. px est définie et continue pour tout nombre réel t ;

px est bornée et Vt |px(t)] < 1;
v<a7 b) € RQ? (aner(t) = eibt§0X<at) ;
St la loi de X est symétrique alors px est une fonction réelle paire ;

v o e

Toute combinaison linéaire convexe de fonctions caractéristiques est une fonction caracté-
ristique.

Théoréme 5.4
ox détermine le loi de X (comme son nom lindique...). Si Fx désigne la fonction de répartition
de X alors on a ¥(a,b) € R?,

. it
De plus, si [ |ox(t)]dt < +o0, alors X admet une densité fx et

fx(z) = %/Rgpx(t)e_m dt.

Ce théoréme permet de retrouver explicitement la densité de X connaissant sa fonction caracté-
ristiques. De plus, tout comme la fonction génératrice des moments, le fonction caractéristique
permet un calcul aisé des moments de tout ordre d’une v.a.r.

Théoréme 5.5
Si il existe n € N* tel que E[|X]"] < oo, alors

1. px est continument dérivable jusqu’a 'ordre n inclu ;
2.Vk=0,1,....n, ¢%(0) = *E[X"].
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3. On a le développement
px(t) = 30 B + o)

il
o

lorsque t — 0.

Proposition 5.7
St X etY sont deur v.a.r. indépendantes alors on a pour tout t

px+y () = ex(t)ey (D).
Attention la réciproque est fausse. Un contre-exemple est donné par X qui suit une loi de Cauchy
et Y = X.

Exemple 5.5
La proposition précédente nous permet de retrouver la fonction caractéristique d’une variable
aléatoire X binomiale de paramétres n et p :

px(t) = [pe" + (1 —p)]"

5.3.2 Cas d’un vecteur aléatoire

Dans cette partie X = (Xi,...,X,)" désigne un vecteur aléatoire défini sur (2,4, P).

Définition 5.4
On appelle fonction caractéristique de X la fonction px : R — C définie par

ox(t) = E[€i<t,X>] _ E[ei(t1X1+...+tan)]‘

Exemple 5.6
Si X ~ N (mx,Xx) alors
<mx ,t> ltlzxt'

px(t)=e e?

Théoréme 5.6
La fonction caratéristique @x détermine la loi de X.

Une conséquence de ce théoréme est que la loi de X est entierement déterminée par les lois de
toutes les combinaisons linéaires de ses marginales. La fonction caractéristique permet de montrer
I'indépendance de n v.a.r.

Théoréme 5.7
Les v.a.r. Xq,...,X, sont indépendantes si et seulement si la fonction caractéristique de X =
(X1,...,X,) est égale au produit des fonctions caractéristiques de ses marginales, c’est-a-dire,

ox(t) = ox,(t1) - - px, (tn).
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Chapitre 6

Conditionnement, espérance et variance
conditionnelles

6.1 Rappels de calcul de probabilités conditionnelles

Soit A et B deux événements d'un espace (£2,.4, P) avec P(B) > 0. On s’intéresse a la réalisation
de I’événement A sachant que I’événement B est réalisé. L’univers des possibles n’est alors plus €2
tout entier : il est restreint & B d’ou la définition de probabilité conditionnelle

P(AN B)

P(AIB) = 55

On retrouve une vision intuitive de 'indépendance : A et B sont indépendants si et seulement si

P(A|B) = P(A) (la connaissance de B n’influe pas sur la probabilité de A). On rappelle également
— La formule de Bayes

P(A|B)P(B)

P(B|A) = PA)

— La formule des probabilités totales : soit {B;,7 € Z}un ensemble d’événements disjoints tels
que Q = | J;c7 Bi, alors
P(4) = 3" P(A|B)P(B).
i€T
Nous allons dans ce chapitre étendre cette notion de probabilités conditionnelles pour des éve-
nements a des variables aléatoires. Cependant la notion générale de conditionnement n’est pas
simple. C’est pourquoi le choix est fait de présenter 1'idée en plusieurs étapes et de fagon intuitive :

cas discret, cas absolument continu, interprétation géométrique dans Ly et enfin extension dans
L.

6.2 Cas discret

Nous introduisant la notion de conditionnement dans le cas discret par deux exemples.

Exemple 6.1
1. On considére ici deux variables aléatoires discrétes X et Y dont la loi jointe est donnée dans
le tableau 6.1.
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Y

¥ 0 | 1
0 2/8 ] 3/8
1 1/8]2/8

TABLE 6.1 — Loi jointe de (X,Y)".

Considérons que I'événement X = 0 a été réalisé et déterminons la loi de Y. On a :

P(Y=0,X=0) 2 e o3
P(Y =0|X =0) = BX =) = et P(Y=1X=0)=:.

On vient ainsi de définir une nouvelle variable aléatoire notée Y| X = 0 qui suit une loi de
Bernoulli de parameétre % De méme il est facile de voir que la variable aléatoire Y| X =1
suit une loi de Bernoulli de paramétre % Ces lois sont appelées lois conditionnelles de Y
sachant X.

2. Soit Y ~ P(a) et Z~P(f) deux variables aléatoires de loi de Poisson indépendantes. Alors
la loi de X =Y + Z suit également une loi de Poisson de paramétre o + 3. On s’intéresse
ici a la loi de Y sachant X. Soit n € N, déterminons la loi de Y sachant X = n. Puisque
X =Y + Z, il est clair que, sachant que X = n, Y est a valeurs dans {0,1,...,n}. Soit
donc k € {0,1,...,n},on a

PY=kX=n PY=kZ=n—-k PY=kKHP(Z=n-k)

PV =bX=n =" = px=n ~  PxX=n

On obtient alors grace aux fonctions de masse des lois de Poisson

P =X =n) = (i) (aiﬁ)k (afﬁ)k

Ainsi, sachant X = n, Y suit une loi binomiale B (n, ﬁ)

Revenons au cas général et supposons que Y soit intégrable. Si X est “figé” & z;, il est naturel de
considérer la valeur moyenne de la variable aléatoire Y lorsque X = x;. Cette valeur est appelée
I'espérance conditionnelle de Y sachant X = x;. Elle est notée E[Y | X = z;].

Définition 6.1 (Espérance conditionnelle)
Supposons Y intégrable. La variable aléatoire qui prend les valeurs E[Y| X = z;] avec les probabilités
mx(x;) est appelée espérance conditionnelle de Y sachant X et notée E[Y|X].

Remarque 6.1

Il est important de noter que I’espérance conditionnelle E[Y| X] est en général une variable aléa-
toire et non pas une quantité déterministe. On peut l'interpréter comme la valeur moyenne prise
par Y lorsque l'on connait X. Elle pourra donc s’écrire en fonction de X.

Exemple 6.2
On reprend I'exemple précédent. L’espérance de Y sachant X = n est 'espérance d’une loi bino-

miale B (n, ﬁ) On a donc pour tout n > 0 :

an

BIY|X =n] = T
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Puisque ceci est vrai pour tout n, I'espérance conditionnelle de Y sachant X est :

X
BYIX] = =,

qui est bien une fonction de X et donc une variable aléatoire.

On peut se poser la question de prendre I'espérance de 'espérance conditionnelle.

Théoréme 6.1
Si 'Y est intégrable, alors la variable E[Y|X] est également intégrable et on a :

E[E[Y|X]] = E[Y].

Exemple 6.3
Toujours sur ’exemple précédent, on a

«

BEYIX]) =

E[X],

pour 'espérance d’une loi de Poisson de parameétre oo + 3 est o + 3, on retrouve donc bien

«

a+p

E[E[Y|X] = (a+ ) =a=E[Y].

On vient de dire que dans le cas général, I’espérance conditionnelle E[Y'|X] est une variable aléa-
toire. Il existe cependant un cas particulier ol ce n’est pas le cas : lorsque X et Y sont indépen-
dantes.

Proposition 6.1
SiY est intégrable et si X et'Y sont indépendantes alors la variable aléatoire E[Y|X] est constante
et égale a E[Y].

6.3 Cas absolument continue

Nous étendons dans cette partie la notion d’espérance conditionnelle au cas de variables absolument
continues. Nous commencons par présenter la notion de densité conditionnelle & travers un exemple
simple.

Exemple 6.4

On considére (X,Y)" un couple aléatoire de loi uniforme sur le triangle 7 = {(z,y) : 0 < y <
r < 1}. (X,Y) admet donc comme densité fxy(z,y) = 217(x,y). Les densités marginales sont
données par

fx(x) = 2$1]0,1[($) et fy(y) =2(1- y)l}o,l[(y)-
On déduit E[X] =2/3 et E[Y] =1/3.

On considére zo € [0,1] une valeur fixée dans de la variable X et on s’intéresse a la loi de Y
sachant que X = z(. Nous voyons sur la Figure 6.1 que Y prend ses valeurs sur le segment |0, x|,
de plus la loi du couple (X,Y’) étant uniforme, tous les segments inclus de méme longueur inclus
dans dans |0, zo[ ont la méme probabilité.
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A\\\\\\N

N

0

0 z0

FIGURE 6.1 — Densité conditionnelle de Y| X = x.

On déduit que la variable aléatoire Y| X = x( suit une loi uniforme sur |0, zo| :

1 210<y<$0 fXY(x07 y)
= =—1 T = - 7 .
leXf o () To 10, 0[(y) 2z fx (2o)

8

La densité conditionnelle de Y| X = x est ainsi définie comme un rapport entre la densité jointe et
la densité marginale (associée a X).

Définition 6.2
Soit (X,Y)" un couple aléatoire de densité fxy(x,y). La densité conditionnelle de Y|X = x est
définie par

leX:m (y) =

Lorlea) i fx(z) >0
0 st [x(x) =

Remarque 6.2
1. Pour tout x telle que fx(x) # 0 la fonction fy|x(.|x) est une densité de probabilité, elle est
notamment positive et somme a 1;

2. La relation P(Y = y) = > s P(Y = y|X = 2)P(X = ) vue dans le cas discret se
transpose au cas absolument continue

Frl) = [ Frixealo)f(o) do
R
3. Si les variables X et Y sont indépendantes, on a bien évidemment fy|x—.(y) = fy(y) et
fxpy=y(@) = fx ().

On souhaite maintenant définir I'espérance conditionnelle. Pour = fixé, ’espérance conditionnelle
de Y sachant X = z est

E[Y|X = 4] = / Uy () dy.

La fonction ¢ : z — ¢(z) = E[Y|X = z] est une fonction réelle d’une variable réelle. ¢(X) est
donc une variable aléatoire : c’est ’espérance conditionnelle de Y sachant X.
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Définition 6.3
La variable aléatoire qui prend les valeurs E[Y|X = x| avec la densité fx(z) est appelée espérance
conditionnelle de Y sachant X. On la note E[Y|X].

Proposition 6.2
Si'Y est intégrable, alors la variable aléatoire E[Y'|X] l'est aussi et on a

E[E[Y|X]] = E[Y].

Exemple 6.5
En reprenant ’exemple précédent, on a

BIYX =] = [ yvis—a()dy = 5.

d’ott E[Y|X] = X/2. On retrouve bien I'espérance de Y par le théoréme précédent

E[E[Y|X]] = %E[X] — - = E[Y].

6.4 Interprétation géométrique de I’espérance conditionnelle

On reste tout d’abord dans le cadre ou le couple (X,Y) est absolument continue. Etant donné
une fonction u : R — R, il est possible de montrer que

E[(Y - u(X))*] = E[(Y - E[Y]X])*] + E[(u(X) — E[Y]X])?]. (6.1)
Ainsi la quantité E[(Y — u(X))?] est minimale lorsque u(X) = E[Y|X].

On se replace dans le cadre de la section 3.4.2 : on considére I'espace Ly(€2) des fonctions de carré
intégrable muni du produit scalaire < X7, Xo >= E[X;X,]. Ce produit scalaire induit la norme
| X||* = E[X?]. Considérons maintenant une variable aléatoire X et posons

Ly(X) = {u(X) avec u : R — R borélienne telle que E[u?(X)] < +oo}.

Ly(X) est un sous-espace fermé de Lo(£2). Si Y € Ly(R2), on a donc d’aprés le théoréme de
projection orthogonale qu’il existe une unique variable aléatoire m(Y') dans le sous-espace L*(X)
qui soit a plus courte distance de Y. Dans le cas absolument continu, 1’équation 6.1 montre que
cette variable aléatoire n’est autre que l'espérance conditionnelle. Il parait dont naturel d’étendre
cette définition & n’importe quelle variable aléatoire de Lo(€2).

Définition 6.4 (Espérance conditionnelle dans L,(£2))
Soit (X,Y) un couple aléatoire avecY € Lo(2). L’espérance conditionnelle de Y sachant X, notée
E[Y|X], est la projection orthogonale de Y sur le sous-espace La(X).

L’espérance conditionnelle de Y| X admet ainsi une interprétation géométrique trés simple (voir
Figure 6.2). Cette interprétation permet de retrouver sans effort certaines propriétés usuelles de
I’espérance conditionnelle.
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La(X)

FIGURE 6.2 — L'espérance conditionnelle comme projection orthogonale.

Proposition 6.3
Soit (X,Y) un couple aléatoire avec Y € Ly(2). On a alors
— Distance minimale : VZ € Lo(X), ||Y —E[Y|X]| < ||Y — Z| ;
— Orthogonalité : V7 € Ly(X), (Y — E[Y|X],Z) =0;
— Orthogonalité (bis) :VZ € Ly(X), (Y, Z) = (E]Y|X], Z) ;
— Pythagore - ||Y]]* = |B[Y [X][]* + Y — E[Y | X]|*;
— Pythagore (bis) : ||E[Y|X]|| < ||V || avec égalité si et seulement si'Y est une fonction de X .

Les propriétés précédentes ont été par commodité énoncées en termes de produits scalaires et
de normes. Il faut cependant savoir les lire aussi bien en termes d’espérances et d’espérances
conditionnelles. De méme, chaque fois que l'on écrit Z € Ly(X), il faut lire Z = u(X), avec
u(X) € Ly(Q). Par exemple, la propriété d’orthogonalité (bis) se lit : pour toute fonction u telle
que la variable u(X) soit de carré intégrable, on a :

E[u(X)Y] = E[u(X)E[Y]X]].

6.5 Espérance conditionnelle : le cas général

Dans I’étude des cas discrets et continus, pour définir I’espérance conditionnelle, nous avons sup-
poser seulement Y intégrable (Y € L1(£2)). C’est pourquoi l'interprétation géométrique présentée
dans Ly(€2) n’est pas complétement satisfaisante. Néanmoins, c’est celle qu’il faudra garder en téte
pour se souvenir des propriétés usuelles de 'espérance conditionnelle.

Définition 6.5

Soit (X,Y) un couple aléatoire avec'Y intégrable. On appelle espérance conditionnelle de Y |X une
variable aléatoire fonction de X, notée E[Y|X], telle que pour toute fonction bornée u : R — R,
on ait

E[u(X)Y] = E[u(X)E[Y]X]]. (6.2)

Il existe ainsi une fonction ¢ mesurable telle que E[Y|X] = ¢(X). La fonction z — E[Y|X = z]
est appelée fonction de régression.

Remarque 6.3

Il n’existe pas forcément une unique fonction de X qui vérifié (6.2). Cependant, si il existe deux
fonctions qui vérifient (6.2) alors elles sont presque stirement égales. On confond souvent ’ensemble
des variables aléatoires qui vérifient (6.2) avec I'une quelconque de ses versions.
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L’espérance conditionnelle vérifie les propriétés suivantes.

Proposition 6.4
Soit (X,Y) un couple aléatoire avec Y € L1(2) On a :
— Cas d’égalité : si Y = g(X) est fonction de X, alors E[Y|X] = ¢(X). En particulier
E[X|X] = X ;
— Linéarité : soit Yy et Yo intégrables, o et B deux réels, alors :

E[aY] + BY,|X] = aE[Y1|X] + BE[Y,| X];

— Linéarité (bis) : siu:R — R est bornée, alors E[u(X)Y|X]| = u(X)E[Y|X];
— Positwité : si Y >0, alors E[Y|X] > 0;
— Positiité (bis) : si'Yy et Yo sont intégrables avec Yy < Y3, alors E[Y1|X]| < E[Y3|X];
— Calcul d’espérance par conditionnement : E[E[Y|X]] = E[Y];
— Si X etY sont indépendantes, alors E]Y|X| =E[Y];
— Inégalité de Jensen : si'Y prend ses valeurs dans un intervalle I de R, st ¢ est convexe sur
I et E[|o(Y)|] < +00, alors
» (B[Y]X]) < E[p(Y)[X].

Remarque 6.4
Supposons maintenant que Y € Ly(2), on a alors d’aprés Jensen

(E[Y|X])* <E[Y?|X] = E [(E[Y]X])*] <E[Y?] < +o0
donc E[Y|X] € Ly(X). De plus pour tout u(X) € Lo(£2), on a
v — B[Y|X], u(X)) = BV u(X)] — B[E[Y|X]u(X)] = 0

et donc Y — E[Y|X] est orthogonal a tout u(X). On retrouve bien que E[Y|X] est la projection
de Y sur Ly(X). La définition vu dans cette partie (L1(€2)) généralise donc bien celle de la section
précédente (Lao(€2)).

Remarque 6.5
Dans de trés nombreux cas, la définition vue dans cette partie n’est pas utilisée pour le calcul de
I’espérance conditionnelle. En effet,
— si le couple (X, Y) est discret, on détermine dans un premier temps les lois conditionnelles
Y|X = x pour tout z € Sx afin d’en déduire E[Y|X = z| puis E[Y'|X] (voir section 6.2);
— si le couple (X,Y") est absolument continu, I’espérance conditionnelle se déduit de la densité
conditionnelle fy|x—, (voir section 6.3).

Nous terminons cette partie en donnant la définition de la variance conditionnelle ainsi qu’une de
ses propriétés.
Définition 6.6
Soit (X,Y) un couple aléatoire avec Y € Lo(Q2). La variance conditionnelle de Y sachant X est
définie par

V(Y|X) = E[(Y - E[Y[X])*|X] = E[Y*|X] — (E[Y]X])".

Théoréme 6.2
Soit (X,Y) un couple aléatoire avec Y € Ly(S2). Alors

V(Y)=E[V(Y|X) + V(EY|X]).
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6.6 Probabilités conditionnelles

Soit (X,Y)" un couple aléatoire admettant une densité de probabilité fyy et A un événement
qui s’exprime en fonction de X et Y. Prenons par exemple A = {X < Y}. On peut écrire sa
probabilité comme ’espérance d’une indicatrice :

P(4) = [ Lucyli) v (o.9) dody = BlL)

Il est souvent plus facile de calculer cette quantité en commencant par “geler” 'une des variables
et d’intégrer par rapport a 'autre. C’est le principe du conditionnement.

Définition 6.7
Le probabilité conditionnelle de I’événement A sachant X = x est définie par

P(A|X = z) = E[14]X = a].

La probabilité conditionnelle de A sachant X, notée P(A|X), est la variable aléatoire prenant pour
valeurs P(A|X = x) avec densité fx(x).

Remarque 6.6
I1 faut noter que, tout comme l'espérance conditionnelle E[Y|X], la probabilité conditionnelle
P(A|X) est une variable aléatoire.

Proposition 6.5 (Calcul de probabilité par conditionnement)
Soit (X,Y) un couple aléatoire de loi absolument continue. On a alors

Hm:APMM:@h@Mw

Exemple 6.6
Reprenons la deuxiéme partie de 'exemple 3.2 page 26 : (X,Y)" est un couple aléatoire de densité

Ty
fX,Y(:E7y) = 7]—0<y<x<2~

Nous souhaitons recalculer la probabilité P(Y > X?). Comme fx(z) = %1]0,2[@), on déduit, pour

x # 0, la densité conditionnelle

)
Tyix=2(y) = 2;10<y<x<2-

Il vient donc
PW>X%:/HY>ﬂX:@h@mm

Or
Yy
P(Y > X°|X =) :/1y>x2fY|X:x(y) dy = /2;10<x2<y<x<1 dy
2 X
:ﬁlo<m<1 /362 ydy = (1 - m2)10<an<1-
On a donc
et

9 1 2x3 1
P(Y > X°) = 1— —dr = —.
v > X?) /0< ) dr =
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6.7 (Généralisation au conditionnement pas des sous-tribus

L’espérance conditionnelle définie dans la section 6.5 peut-étre vue comme un cas particulier du
conditionnement par une sous-tribu. On considére ici une variable aléatoire Y définie sur un espace
(Q, A, P) telle que E[|Y]] < +00 et S une sous-tribu de A. On suppose qu’on ne s’intéresse qu’aux
événements de la tribu S et on se demande si on peut trouver une version simplifiée de Y, qui
résumerait toute I'information contenue dans Y, sachant que 1'on se restreint aux événements de

S.

Définition 6.8
On appelle espérance conditionnelle de Y sachant S la classe des variables aléatoires Z telles que :

1. Z est S-mesurable;
2. pour tout A € S : E[Y1,] = E[Z1,4].

Cette classe de variables aléatoires est notée E|Y|S]|. Une variable aléatoire Z qui vérifie les deux
propriétés ci-dessus est appelée une version de ’espérance conditionnelle.

Remarque 6.7
Deux versions de l'espérance conditionnelle sont presque strement égales. C’est pourquoi on
confond souvent la classe E[Y'|S] avec 1'une quelconque de ses versions.

Proposition 6.6
Soit (X,Y)" un couple aléatoire tel que E[|Y|] < +oo. L’espérance conditionnelle présentée dans
la définition 6.5 coincide avec l'espérance conditionnelle de Y sachant la sous-tribu o(X).

Les propriétés énoncées dans la section 6.5 sur 'espérance conditionnelle restent vraies pour 1’espé-
rance conditionnelle de Y sachant une sous-tribu. Pour plus de détails sur cette notion d’espérance
conditionnelle, on pourra se référer a ( ) et ( ).
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Chapitre 7

Convergences de suites de variables
aléatoires

Nous motivons la nécessité de définir des modes de convergences particuliers pour des suites
de variables aléatoires en reprenant l’exemple de ( ), chapitre 17. On rap-
pelle qu’on dit qu’une suite de fonctions f, : R — R converge simplement vers f : R — R si
lim,, 00 fn(x) = f(x) pour tout z € R. Une variable aléatoire X étant une fonction X : Q — R,
il semble naturel d’élargir cette notion : une suite de variables aléatoires X,, converge simplement
vers X si lim, o X,(w) = X(w) pour tout w € Q. Bien que naturelle, cette définition est, de
maniére surprenante, a peu preés inutile en probabilités.

Exemple 7.1

Considérons (X,,),en une suite de variables aléatoires i.i.d. suivant une loi de Bernoulli de para-
meétre 1/2 (penser X; = 1 si on obtient “face” au ®™® lancé, 0 sinon). Lorsque n est grand, on
s’attend a ce que la proportion de faces obtenue soit & peu prés égale a 1/2, ce qui mathématique-
ment devrait se traduire par

lim Xi(w)+ ...+ X, (w) :1 Vo € Q.

n—o00 n 2

Il est cependant évident qu’on ne peut espérer obtenir un tel résultat. Il suffit en effet de considérer
wo=A{f, 1,1, [, [, -} lasuite ne contenant que des faces, on a alors

hm Xl(wo) 4+ ...+ Xn(wo)

n—00 n

=1.

Plus généralement
lim Xi(w)+ ...+ Xp(w)
n—oo n
pour tout w dans A = {w : il n’y a qu’'un nombre fini de faces}. Plus généralement encore, on
peut trouver des w pour lesquels la fréquence converge vers n’importe quel nombre fixé dans [0, 1],
et d’autres pour lesquels la fréquence ne converge pas. Bien évidemment, I’événement A est plutot
invraisemblable. Il est en effet possible de montrer, lorsque n — oo, que P(A) = 0. Il est donc
nécessaire de définir de nouveaux modes de convergences, spécifiques aux variables aléatoire. Nous
verrons & la fin de ce chapitre que, pour cet exemple, nous avons

P ({w ; JL%%iXZ(w) = %}) = 1.

Ce type de convergence, pour lequel on n’a pas convergence pour tout w, mais seulement pour
presque tout w, est appelé convergence presque sire.

=0

29
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7.1 Les différents types de convergence

On désigne par (X, ),en une suite de variables aléatoires définies sur (€2, A, P) et a valeurs dans
R.

7.1.1 Convergence presque siire ou convergence forte

Définition 7.1
On dit que (X,,)nen converge presque sirement vers une variable aléatoire X si l’ensemble N des
w tels que la suite numérique (X, (w))nen ne converge pas vers X (w) est négligeable (c’est-a-dire

vérifie P(N) =0). On note

Iim X, =X p.s ou X, 25X

n—oo

Remarque 7.1
On peut aussi dire que X,, =5 X si et seulement si

P ({w eQ: r}LH;oX"(w) #+ X(w)}) =0
o P ({w eQ: nhi& Xp(w) = X(w)}) =1.

Proposition 7.1
1. 8i X, "3 X et si o : R — R est une fonction continue sur R alors ¢(X,) %3 o(X).

2. 9 X, 3 X et Y, 23 Y alors
— pour tout réels a et b, aX, + bY,, =3 aX +bY ;
— XV, XY,
— X,/Y, "3 XY s P(Y =0) =0.

On utilise rarement la définition pour montrer la convergence presque stire. On a souvent recourt
a l'un des critéres suivants.

Théoréme 7.1
La suite de v.a.r. (X,)nen converge presque sirement vers X si et seulement si pour tout € > 0,

lim P(sup |X,, — X| >¢) =0.

n—oo m>n

Proposition 7.2 (Lemme de Borel-Cantelli)
1. St pour tout € > 0,

> P(X, - X[ >¢) < +o0

neN

alors X, 23 X.

2. Siles (Xp)nen sont mutuellement indépendantes, alors X, 220 si et seulement si
Ve >0, Y P(IX,]>e) < +oo.
neN

Proposition 7.3
Si il existe p > 0 tel que ), B[ X, — X[P] < 400, alors X, 2 X.
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7.1.2 La convergence en probabilité

Définition 7.2
On dit que (X,)nen converge en probabilité vers X si pour tout € >0, on a

lim P(|X, — X| >¢) =0.

n—oo
On note X,, L'd

La définition peut se réécrire : X, B x lorsque pour tout € > 0 et n > 0 il existe N = N(e,n) tel

que pour tout n > N on a
P(|X,—X|>¢) <n.

Exemple 7.2
Soit X,,,n > 1 des v.a.r. non corrélées deux a deux telles que E[X,] =0 et V(X,) = 0. On note
Xn = %Z?:l X;. D’aprés Bienaymeé-Tchebytchev, on a

On a donc X, Eo.

Exemple 7.3
Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires dont la loi est définie par
1 1
P(X,=vn)=-— e PX,=0)=1-—.
n n

On a pour € > 0 fixé,
P(|X,| >¢)=P(X,| >enX,=vn)+P(X,]| >enNX,=0) =P(X,]| >N X, =+n).
Or, pour n assez grand, {|X,| > ¢} C {X,, = /n}, donc

JI—EEOP(’X"’ >¢) = nh_}rgo 1/n=0.

On déduit X, Eo.

Proposition 7.4 (Opérations sur les convergences en probabilité)
1. 8 X, 5 X et si ¢ : R — R est une fonction continue sur R alors ¢(X,) 5 o(X).

2. 51X, B X et Y, By alors
— pour tout réels a et b, aX,, + bY, B oaX 4oy ;
— XY, 5 XY,
— XY, B XY siP(Y =0)=0.

Théoréme 7.2
Si X, 23 X alors X, X,

La réciproque est fausse, un contre exemple est donné dans ( ), page 152.
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7.1.3 La convergence en moyenne d’ordre p > 0

Définition 7.3
Soit p > 0. On dit que (X,)nen converge en moyenne d’ordre p (ou dans L,) vers X siles X,, et
X sont dans L, (E[|X,|P] < +oo et E[|X|P] < +00), et si on a

lim E[|X, — X]?] = 0.

n—o0

On note X,, Li X.

Les cas les plus importants sont p = 1 (convergence en moyenne) et p = 2 (convergence en moyenne

quadratique). En particulier si X, Mox , alors

lim E[X,] = B[X] et lim E[X,[]=E[X].

n—oo

Concernant la convergence Ly, on a
E[(X, —a)’] = (E[X,] — a)® + V[X,]. (7.1)

On déduit X.]
L lim,, ... E|X,| =«
Xn D= { limy, o0 V[X,] = 0

La décomposition (7.1) est trés utilisée en statistique. Elle permet d’étudier 'erreur quadratique
d’estimateurs en se ramenant & ’étude du biais et de la variance de ces derniers.

Enfin on peut remarquer que
X, 8x = XxX,8x

Il suffit d’écrire

E|X, - X| =E\/(X, - X)? < VE[X, — X]

d’apres I'inégalité de Jensen. On termine cette partie par un résultat qui prouve que la convergence
L, est plus forte que la convergence en probabilité.

Théorgme 7.3
Si X, = X alors X, B x.

Une fois de plus la réciproque est fausse. En effet, pour U'exemple 7.3. En effet E[X?] = 1 donc
(Xn)nen ne converge pas vers 0 dans Lo alors qu’elle converge vers 0 en probabilité.

Par ailleurs, méme la convergence presque stire n’implique pas la convergence en moyenne d’ordre
p. On pourra se référer a ( ), chapitre 5, pour des contre-exemples.

7.1.4 La convergence en loi

Bien que différent, les trois modes de convergence vus précédemment sont de méme nature et
peuvent étre abordés comme des variantes de la convergence habituelle. Il existe un autre mode
de convergence, différent des précédents mais trés utiles en probabilité : la convergence en loi,
ou convergence faible ou encore convergence étroite. Dans cette partie, nous donnons la définition
ainsi que les principales propriétés de ce nouveau mode de convergence. Pour plus de détails, ainsi
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que pour les preuves des résultats, le lecteur pourra consulter ( ) et

(2003).

On considére X une variable aléatoire et (X,,),eny une suite de variables aléatoires définis sur
(Q, A, P) et a valeurs dans (R, Bg). On souhaite donner un sens a l'idée suivante : “pour n grand,
la loi de X et la loi de X,, sont voisines”. Une définition naturelle serait d’écrire que pour tout
borélien A, on a

lim P(X, € A) =P(X € A).

n—0o0

Cependant, ’examen de certains cas particuliers montre que cette définition n’est pas satisfaisante.

Exemple 7.4
Prenons le cas ou X, est de loi uniforme sur [—1/n,1/n] et X est de loi p.s. nulle. I est facile de
voir que X,, converge vers X selon les différents modes déja étudiés. On a cependant

P(X, <0)= 3 #1=P(X <0) e P(X,>0)=1 #0=P(X>0)

En revanche, pour tout intervalle [a, b] tel que a # 0 et b # 0, on a

lim P(X, € [a,b]) = P(X € [a,b)]).

n—oo

Le probléme évoqué dans cet exemple vient du fait que la loi de X charge le point 0, ou encore
que la fonction de répartition de la loi de X est discontinue en 0. D’ou1 la définition suivante.

Définition 7.4 (Convergence en loi)
On dit que la suite (X, )nen converge en loi vers X si, en tout point de continuité de Fx, on a

lim, o Fx, (z) = F(z). On note X, L X,

Remarque 7.2
1. On a bien X, A x pour I'exemple 7.4. En effet,

0 siz < —1/n
Fx,(x) =< n/2(x+1/n) si —1/n<x<1/n
1 siz>1/n.

On a donc

lim,, o Fx, () =0 six<0
lim, o Fx, () =1 six>0.

Comme Fx est discontinue en 0, on conclut que X, £ x.

2. Si X, L X et si F'x est continue en tout point de R, alors pour tout a,b € R

lim P(X,, € [a,b]) = P(X € [a,b)]).
n—oo
3. On a déja vu que X, A x n’implique pas lim, ., P(X, € A) = P(X € A) pour tout

borélien. On a également X, A x n’implique pas lim, . E[X,]| = E[X] (voir
( ), chapitre 16).

Probabilités générales Laurent Rouviére



64 Chapitre 7. Convergences de suites de variables aléatoires

4. De méme, X, A X n’implique pas X, — X £ 0. 11 suffit de prendre X ~ N(0,1) et
X, =(-1)"X,.

5. La définition de convergence en loi se généralise au cas vectoriel (voir

(2003) et (2007)).

La convergence en loi peut également se montrer ou méme se définir (selon les ouvrages) a 'aide
des fonctions caractéristiques.

Théoréme 7.4

Les trois assertions suivantes sont équivalentes :
1 X, 5X;
2. Pour toute fonction f: R — R continue bornée, on alim,_, [ fdPx, = [ fdPx;
3. Pour tout t € R, on a lim,_, ¢x, (t) = ©x(1).

La derniére assertion est une conséquence directe du théoréme de Paul Levy (voir
( )). L’utilisation des fonctions caractéristiques est trés souvent utilisée pour montrer la
convergence en loi.

Exemple 7.5
Soit (X, )nen une suite de variable aléatoire de loi B(n,p,). On suppose que np, — A lorsque
n — o0o. On a

PXn (t) = [pneit + (1 - pn)]n

On montre a 'aide d’'un développement limité
it Al Aeft—1)
ox, (t) ~ |1+ (e —1)5 —e .

On déduit que X, £ X ot X est une v.ar. qui suit une loi de Poisson de paramétre \.

Exemple 7.6
Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires de loi de Poisson de paramétre A, avec A\, — oo
lorsque n — o0o. De la méme maniére que dans I’exemple précédent on peut montrer que

Xn_)\n L
Sn_n A x
VAn

ou X ~ N(0,1). On note également cette convergence

Xn_)\n L
WﬁN(O,l)-

Dans les cas discret et absolument continue, la convergence en loi peut également se montrer a
partir des fonctions de masse et de densité.

Théoréme 7.5
1. Soit X,, et X des v.a.r. a valeurs dans un espace E fini ou dénombrable. Alors X, A X s
et seulement si

VjeE, limP(X,=j)=PX =j).

n—o0
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2. Soit X,, et X des v.a.r. dont les lois admettent pour densité (par rapport a la mesure de
Lebesgue) f,, et f. Si pour presque tout x de R on a lim, o fn(x) = f(x), alors X, 5 X.

La convergence en loi est préservée par certaines opérations arithmétiques.

Proposition 7.5
Soit (X, )nen et (Yy)nen deuz suites de v.a.r., X une v.a.r. et a un réel. On a :

1. Sz'Xn£>X etYnéa alors

X

Xn £> (st a #0).

X, +Y, 5 X +a, X,Y,5aX et -

2. Sig:R — R est continue en tout point de R alors g(X,,) = g(X)

Remarque 7.3
1. La premiére assertion de ce théoréme est appelée théoréme de Slutsky ;

2. Ces opérations algébriques se généralisent au cas vectoriel.

Nous terminons en énoncant les relations entre la convergence en loi et les autres modes de conver-
gence.

Théoréme 7.6
Si X, B X alors X, A X,

Remarque 7.4
1. La encore la réciproque est fausse. Un contre-exemple est donné par X ~ N(0,1) et X,, =
(—1)"X. La réciproque devient vraie lorsque X,, converge en loi vers une variable constante
a. On a
c P
X, = a<—= X, —a.

2. Les convergences presque stire et en moyenne d’ordre p impliquant la convergence en pro-
babilité, on en déduit que ces modes impliquent également la convergence en loi. La conver-
gence en loi est donc le mode de convergence le plus “faible”. On peut résumer les différents
modes de convergence par le diagramme suivant :

L, — % Poba______ Toi

T

p-s.

FIGURE 7.1 — Relations entre les différents mode de convergence.

7.2 La loi des grand nombres

Soit Xy, ..., X, n v.a.r. indépendantes de loi Bernoulli de parameétre p. On a alors S,, = Y " | X; ~
B(n,p) et 'inégalité de Bienaymé-Chebychev nous donne :

Sh 1—
Ve > 0, P(‘——p‘>€)<p(—2p>—>0 quand n — oo.
n ne
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66 Chapitre 7. Convergences de suites de variables aléatoires

On déduit S, /n 5 p. Ce résultat se généralise a d’autres types de loi.

Dans la suite, étant donnée n v.a.r. Xi,...,X,, on désignera alors par S,, la somme > "  X;.
Lorsque l'on obtient pour S, une convergence en probabilité du méme genre que sur ’exemple
précédent, on parle de loi faible des grands nombres. Si la convergence est presque stire, on emploie
le terme, loi forte des grands nombres.

7.2.1 Lois faibles des grands nombres
Nous énoncons 2 lois faibles des grands nombres.

Théoréme 7.7 (Loi faible des grands nombres dans L,)
Soit (Xp)nen une suite de v.a.r. de L1(Q, A,P) 2 a 2 indépendantes et de méme loi. On note

E[X | =u. Ona
1 n
(gt

Théoréme 7.8 (Loi faible des grands nombres dans L)
Soit (X,)nen une suite de v.a.r. de Ly(Q2, A, P) 2 a 2 non corrélées et de méme loi. On note

E[Xi|=u. Ona
1 n
(gt

On parle de lois faibles des grands nombres pour ces deux théorémes car les convergences ont bien
évidemment également lieu en probabilité. On pourra consulter ( ), chapitre
17, pour la preuve de ces résultats.

7.2.2 Lois fortes des grands nombres

La convergence presque siire s’obtient supposant 'indépendance mutuelle dans le théoréme 7.7.

Théoréme 7.9
Soit (Xp)nen une suite de v.a.r. de L (€2, A, P) indépendantes et de méme loi. On note E[X,] = p.

On a
1<~ o pe.
N4

Remarque 7.5
Si on suppose de plus que E[X?] < oo, alors la convergence a également lieu dans L.

7.3 Le théoréme central limite

Soit (X, )nen une suite de v.a.r. indépendantes et de méme loi N'(u, 0?). Si on note S,, = > " | et
X, = S,/n, on rappelle que B
X, —

B N(0,1).
o

Vn

Le théoréme central limite stipule que, sous des hypothéses trés faibles, on peut étendre ce résultat
(asymptotiquement) & “n’importe quelle” suite de variables aléatoire indépendantes. C’est 1'un des
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résultats les plus impressionnants et les plus utilisés en probabilités et statistique. L’idée est trés
simple : étant donnée une suite i.i.d. X, ..., X, de variables aléatoires de moyenne i et de variance
o2, on a pour n assez est grand, £(S,) ~ N (nu,no?). Et ceci, quelle que soit la loi des X;. La

seule hypothése requise est I'existence d’une variance.

Théoréme 7.10 (Théoréme central limite)

Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires indépendantes, de méme loi, et telles que E[X?] <
+00. On note E[X;] = p, V[Xi] =02 et X, = 13" | X;. On a alors

X —p

£ N(0,1) quand n — oo.

Vvn

La preuve de ce résultat est relativement simple, elle repose sur un développement limité de la
fonction caractéristique.

Preuve (Voir ( )). On note ¢ la fonction caractéristique des variables

aléatoires X; — u et -
X, —
Y, = /n a
o

En combinant les propositions 5.6 et 5.7, on obtient
0=(e(==))
De plus, il est facile de voir que

p(0)=1, ¢'(0)=0 et ¢"(0)=—0"

Il suffit d’utiliser le théoréme 5.5. On a donc

+ o(u?)

2
et
¢y, (t) = exp (nlog(l — t*/2 + o(1/n))) .

Par conséquent

lim @y, (t) = exp(—t?/2)

n—oo
et t — exp(—t%/2) est la fonction caractéristique de la loi A/(0, 1). On déduit du théoréme 7.4 que

L

Y, = N(0,1).

[
Exemple 7.7
Soit (X,)nen une suite de v.a.r. i.i.d. de loi de Bernoulli de paramétre p €]0,1[. On note S,, =
> ¢ 1 X;. On a d’aprés la loi des grands nombres

Sp ps.
2Py quand n — oo
n
et d’aprés le théoréme central limite
S, —np

—2n P 5 N(0,1) quand n — oo.
np(l —p)
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Le théoréeme central limite se généralise au cas vectoriel.

Théoréme 7.11 (Théoréme central limité pour des vecteurs aléatoires)
Soit (X, )nen une suite de vecteurs aléatoires de R? indépendants, du second ordre, de méme loi,
d’espérance p € R et de matrice de variance-covariance ¥ (matrice d x d). Alors

X
\/E<ZZ:T1_M> 5 N(0,%)  quand n — oco.
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Annexe A

Rappels de cours sur la lol normale

A.1 Lol normale centrée réduite

Définition A.1
On dit qu’une variable aléatoire X suit une loi normale centrée réduite si elle admet comme densité

de probabilité la fonction
)= e (-5)
x) = exp | —— | .
V2 P 2

On note X ~ N(0,1).

Proposition A.1
Si X ~N(0,1), alors E(X) =0 et V(X) = 1.

Définition A.2
La fonction de répartition d’une variable aléatoire suivant une loi normale N'(0,1) est :

Flz)=P(X <) = /_OO \/12_7Texp (—g) dt.

0.4

0.3

0.2

0.1

0.0

FIGURE A.1 — Fonction de répartition.

Cette fonction ne s’exprime pas a ’aide des fonctions usuelles, on peut trouver ses valeurs dans
une table.
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Soit X une variable aléatoire qui suit une loi A'(0,1). On a

VreR, ona F(—x)=1— F(x).
Exemple A.1 (Lecture de table)

Proposition A.2

F(2.11) = 0.9826

P(X < 2.11)
X <-211)= F(=2.11) = 1 — F(2.11)

1—10.9826 = 0.0174

)=1-F(2.11)

X >211

P(

1 —0.9826 = 0.0174

X <211

)=1-P(

P(

Pour calculer une probabilité du genre P(—1 < z < 2) on peut raisonner de deux maniéres

différentes :

.
.

1. Analytiquement

0.9772 — 1+ 0.8413 = 0.8185.

éomé

2. G

4

triquement : cette approche est plus naturelle.

2 4

0

-

La probabilité recherchée correspond a l'aire de la partie hachurée de la figure de gauche. Il est

le a l'aire hachurée de la figure “droite-haut” moins celle de “droite-

bas”. En terme de probabilité, ceci s’écrit :

éga

ident que cette aire est

evl

2

P(-1<X<2)=PX <2)-PX<-1)=F(2)-F(-1)=F@2)-(1-F(1))

0.9772 — 1+ 0.8413 = 0.8185.

Définition A.3
Etant donn
relation

el a dans [0,1], le quantile u, d’ordre o (voir Figure A.2) est défini par la

-

-

€ un re

P(X <u,) =a.

‘rales

)g

€S geENETa

-

Probabilit
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0.4

0.1

4 2 0 2! 4
:

U

FIGURE A.2 — Représentation du quantile d'ordre a.

Tout comme la fonction de répartition, les quantiles de la loi normale centrée réduite ne s’expriment
pas a l'aide des fonctions usuelles et il faut les lire sur des tables. Il faut toujours penser a vérifier
que les quantiles dont 'ordre est inférieur a 0.5 sont des valeurs négatives.

Exemple A.2
On lit sur la table :

Up.95 — 164, Up.05 = —164, Ug.57 = 018, Up.32 = —0.47.

A.2 La loi normale N (p,o?)

Définition A .4
On dit qu’une variable Y suit une loi N'(u,0?) si elle admet comme densité de probabilité la

fonction :
)= e (<),

o\ 2T 202

Proposition A.3
SiY ~ N(u,0?) alors

1. E(X)=p et V(X) =02,
2. V(a,b) € R?, aY +b~ N(au+b,a*s?).

Pour obtenir les valeurs de la fonction de répartition et des quantiles d’une loi N'(u,0?), on se
rameéne a 'utilisation des tables de la loi A/(0,1) a l'aide du théoréme suivant.

Théoréme A.1
SiY ~ N(u,c?), alors la variable aléatoire

suit une loi N'(0,1).
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Exemple A.3
Soit Y ~ N(2,9), déterminons P(Y < 1.4) et le second quartile de Y. On pose X = %, d’apres
le théoréme précédent, X suit une loi A(0,1). On a alors :

Y -2 14-2
<
3 — 3
= F(—02)=1—F(0.2) =1 —0.579 = 0.421.

P(Y <14)=P ( ) =P(X < -0.2)

Soit qg.75 le second quartile de Y, c’est & dire :
P(Y < qo75) = 0.75,

ou encore

3 = 3
do.rs — M

Y —2 —9 —9
P< < P75 >:0.75 — P(ngo'%):o.m

On en déduit que est la quantile d’ordre 0.75 de la loi N'(0, 1), par conséquent

—9
D172 06745 = gors = 4.0235.

A.3 Somme et moyenne de lois normales

Théoréme A.2
Soient Yy et Yy deux variables aléatoires indépendantes de lois respectives N' (1, 03) et N(pa, 03).
Alors

Y1+ Yo ~ N (1 + o, 05 + 03).

Corollaire A.1

Soient Y1, ...,Y, n variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de lois nor-
males N (1, 02). Alors
v, =2 Xn:Y V(2
n n — 7 ,u7 n )

ou encore _

Y, —p

. ~ N(0,1).
A N (0)

Laurent Rouviére Probabilités générales



Annexe B

Lois usuelles dans R
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Annexe C

Annales

Cette annexe comporte les sujets d’examens des derniéres années acompagnés de quelques corrigés.

79



ENSAI premiére année IES 2009-2010

Examen partiel Statistique 2

9 décembre 2009
Aucun document, pas de calculatrice

Le baréme est donné a titre indicatif

Exercice 1 (Question de cours, 3 points)
1. Enoncer I'inégalité de Markov (sans oublier de donner les hypothéses).
2. Enoncer l'inégalité de Bienaymé-Chebychev (sans oublier de donner les hypothéses).
3. Démontrer I'inégalité de Bienaymé-Chebychev.
Exercice 2 (Questionnaire a choix multiple, 5 points)
Pour chaque question, on reportera sur la copie le numéro de la question avec celui de la réponse
exacte. Le choix devra étre justifié en 2 lignes maximum.
1. Soit X une variable aléatoire réelle de denstié fx. La variabe aléatoire Y = X + 1 admet
pour densité :

(e) une autre
2. Soit X une variable aléatoire réelle qui suit une loi normale. Alors 2X + 1 suit également
une loi normale
(a) Oui
(b) Non (ou dans certains cas seulement)
3. Si X et Y sont deux variables aléatoires réelles telle que p(X,Y) = 0 (p désigne le coefficient
de correlation), alors X et Y sont indépendantes.
(a) Oui
(b) Non (ou dans certains cas seulement)
4. Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes. Alors X +Y et Y sont indépendantes.
(a) Oui
(b) Non (ou dans certains cas seulement)
5. On note Fx la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite (pour une variable
aléatoire réelle). On a pour tout x € R :
(a) Fx(—x) = —Fx(z)
(b) Fx(—2) =1— Fx()
(¢) Fx(—x) = Fx()
)

(d) aucune de ces égalités n’est correcte
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Exercice 3 (3,5 points)
Soit X = (X1, X)" un vecteur aléatoire de loi uniforme sur le carré | — 1,1[x] —1,1][.

1. Déterminer la densité de X ainsi que de ses marginales.
2. Calculer le coefficient de correlation entre X; et Xs.

3. Déterminer la densité de Y = X; — X5 (on pourra par exemple utiliser le produit de
convolution).

Exercice 4 (5 points)
Soit Y une variable aléatoire de loi exponentielle de paramétre A > 0 :

fr(y) = Ae M1 4oof(y)-

On considére la variable aléatoire X = eY .

1. Montrer que X admet pour densité

A
Fx(@) = g lnseol(@)-

2. Calculer E[X] en fonction de A.

3. On suppose que A > 1. Soit Z une variable aléatoire réelle indépendante de X et de loi
uniforme sur |0, 1[. Déterminer la densité de la variable aléatoire Z/X.

Exercice 5 (3,5 points)
Soit Z = (X,Y)" un couple aléatoire dont la densité est donnée par

si0<zr<y<l

sinon.

(e
ﬁ‘
<

fz(z,y) = {

1. Montrer que k = %

2. Calculer les densités marginales.

3. On note A =] —2,1/4[x] — 1, 3/2[. Déterminer P(Z € A).
4

. Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes ? Justifier.
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CORRECTION

Exercice 1
1. Si X est une v.a.r. positive, on a pour tout réel a > 0

E[X]

P(X >a) <
a

2. Si E[X?] < 400, alors on a pour tout réel a > 0

VIX]

P(|X — BX]| > a) <~

a

3. Il suffit d’appliquer Markov a la v.a.r. positive | X — exp[X]|? :

P(|X ~ E[X]| > ) = P((X ~ E[X])’ > a?) < -

Exercice 2
1. d par un changement de variable

a la loi normale est stable par transformation affine
b contre exemple (vu en cours) X ~ N(0,1) et Y = X?

b on peut trouver plein de contre exemple

Gt W

b la densité est paire

Exercice 3
1. On a clairement

1
fx(x1,29) = 11]71,1[2(1‘1@2)
et les marginales sont de méme loi uniforme sur | — 1, 1[.

2. p(Xi, X3) =0 car X; et X, sont indépendantes.

3. La loi de Y = X; — X, est donnée par le produit de convolution entre X; et X,. Soit
y €[—2,2],on a

1 min(1,1+y) 1 1

fY(y) =~ / 1]—1,1[(29 - t)l]—l,l[(t) = / —dt = —(2 - ’Z/D
4 R max(y—1,—1) 4 4

On a donc

Fr(y) = 32 o)1 22(0)

Exercice 4
1. On peut utiliser la fonction muette. Soit h une fonction mesurable. On a

e’} “+oo 1 —+00 )\
E[h(X)] = /O h(eV)Ae ™ dy = /1 h(x)Ae M@ = dy = /1 h(w) = da

T
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2. On a

On déduit E[X] = +o0 si A < 1, E[X] = 12, sinon.

3. On pose U = Z/X et V = Z. Cherchons la loi du couple T" = (U, V). On considére le
changement de variable

@ 11, +00[x]0,1] = A = {(u,v) : 0 <v <u <1}
(u,v) = (v/u,v)

Le déterminant de la matrice jacobienne vaut —v/u?. Il vient donc
fT(u7 U) = )‘/U_AUA_Il()SuSvgl-

On obtient la densité de U en intégrant par rapport a v

fU(U) . /1 v Mo = L(l _ u)\—l)'

Exercice 5
1. L’intégrale sur R? doit étre égale a 1 :

1 ot
k/ —/ — dydx = 2%.
0 \/E T \/g

2. On les obtient par intégration de la densité jointe :

fx<x>=(%—1) Lou(@) et fr(y) = Lou(y).

P(XeA) = / /—dydx—i

4. Non car fz(z,y) # fx(z)fv(y)-

3. On a
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ENSAI premiére année IES 2009-2010

Examen de Statistique 2
25 janvier 2010, deux heures

Document autorisé : une feuille A4 manuscrite,
pas de calculatrice

Le baréme est donné a titre indicatif

Exercice 1 (Questionnaire a choix multiple, 5 points)
Pour chaque question, on reportera sur la copie le numéro de la question avec celui de la réponse
exacte. Le choix devra étre justifié en 2 lignes maximum.
1. Soit X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes qui suivent une loi normale
centrée réduite. Alors le vecteur aléatoire (X, YY) est un vecteur gaussien.
(a) Oui
(b) Non (ou dans certains cas seulement)

2. Si X =(Xy,...,Xy) est un vecteur gaussien, alors les variables aléatoires X7, ..., X, sont
des variables aléatoires gaussiennes.
(a) Oui

(b) Non (ou dans certains cas seulement)

3. Soit X une variable aléatoire réelle de densité fx. La variable aléatoire Y = 2X admet pour
densité :
(a) 5/fx(2)
(b) 3/x(3)
(c) 2fx()
(d) 2fx(2x)
(e) une autre

4. Soit X et Y deux variables aléatoires réelles de densités respectives fx(z) et fy(y). Alors
la densité de X + Y se calcule en faisant le produit de convolution entre fx et fy.

(a) Oui
(b) Non (ou dans certains cas seulement)

5. Soit X,, une suite de variables aléatoires réelles qui converge en probabilité vers une variable
aléatoire X et Y,, une suite de variables aléatoires réelles qui converge en loi vers un réel a.
Alors

(a) X, + Y, converge en loi vers X + a mais pas en probabilité
(b

) X, + Y, converge en probabilité vers X + a mais pas en loi
(¢) X, +Y, converge en probabilité et en loi vers X + a
)

(d) X, + Y, ne converge ni en probabilité ni en loi vers X + a
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Exercice 2 (6 points)
Rappels : On rappelle que la densité d’une variable aléatoire X qui suit une loi exponentielle de
parametre A > 0 est donnée par
fx(z) = /\6_’\’31]07+Oo[(x).
De plus, on admettra que son moment d’ordre n est donné par E[X"| = /\%

Soit (X,Y’)" un couple aléatoire de densité jointe :

f(2,y) = € Y 10cacy)-

1. Montrer que f(z,y) définit bien une densité.

2. Montrer que X suit une loi exponentielle de paramétre 1 et que la densité marginale de Y
vaut

Fy () = ye Y10 400 (Y).
Les variables aléatoires X et Y sont elles indépendantes ?
Calculer E[X], E[Y] et Cov(X,Y).

Déterminer la densité conditionnelle fy|x—,(y) de Y sachant X = .

o ot W

Donner deux maniéres différentes de calculer la probabilité
1+ X
P (v 1)

(juste écrire les formules, les calculs ne sont pas demandés).

7. Déterminer I'espérance conditionnelle E[Y'|X] (on exprimera E[Y|X] en fonction de X).
8. On considére le couple (Z,T) défini par
Z=X+Y
T'=Y - X.
Déterminer la densité jointe fzr(z,t) du couple (Z,T).

9. En déduire les densités marginales de Z et T'.

Exercice 3 (6 points)
Rappel : Si X = (Xq,...,X,) est un vecteur gaussien d’espérance my, de matrice de variance-
covariance Y x et qui admet une densité fx alors

1 1 Sl m
fX(x)_ (\/ﬁ)dmexp (—§($—mx) ZX( )) :

Soit (X, YY) un vecteur gaussien centré (d’espérance (0,0)") et de matrice de variance-covariance
1 wu
5= () 1)
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1. Déterminer le coefficient de corrélation linéaire p(X,Y) de X et Y en fonction de u. En
déduire les valeurs de u pour lesquelles |p(X,Y)| < 1.

2. Pour quelle(s) valeurs de u, les variables marginales sont-elles indépendantes ?
3. Pour quelle(s) valeurs de u, le vecteur gaussien (X,Y)" admet-il une densité ?
4. On suppose maintenant que u = 1.

(a) Donner la densité conjointe du vecteur gaussien (X,Y)".

(b) Calculer la densité conditionnelle de Y sachant X = x et en déduire la loi de Y|X = z.
(c) Exprimer E[Y'|X] en fonction de X et en déduire la loi de E[Y|X].
)

(d) Quelle est la loi du couple aléatoire (U, V) = (=X, X + 2Y)'? Les variables aléatoires
—X et X + 2Y sont elles indépendantes ?

Exercice 4 (6 points)
Soit X1,..., X, n variables aléatoires indépendantes et de méme loi de Bernoulli de paramétre
p €]0,1[. On note
\/E(Xn B p)
Vol =p)

1. Parmi les différents modes de convergence vus en cours, préciser ceux pour lesquels X,
converge vers p.

2. A l'aide de I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, montrer que

. p(1 = p)
P (\Xn —p| < 5 ) > 0.95.

3. En déduire que
P(—4.48 < T, <4.48) > 0.95
(on pourra utiliser I'approximation 1/+/0.05 & 4.48).
4. Montrer que 7,, converge en loi vers une loi normale centrée réduite.

5. On admet que si X suit un loi normale centrée réduite on a P(|X| < 1.96) = 0.95. Déduire
de la question précédente que

lim P(—1.96 < T, < 1.96) = 0.95.

n—o0

Comparer ce résultat avec celui de la question 3. Commenter.

6. Est-ce que la variable aléatoire

el

X.(1-X,)

converge en loi vers une loi normale centrée réduite ? Justifier votre réponse.
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CORRECTION

Exercice 1

1.

RN S

a car X et Y sont indépendantes.

a toute combinaison linéaire des marginales est une v.a.r. gaussienne
b changement de variable

b il faut que X et Y soient indépendantes

¢ on peut additionner les convergences en loi lorsque 1'une des suites converge vers une
constante.

Exercice 2

1.

f(x,y) est mesurable, positive et intégre a 1 sur R?, c’est donc bien une densité de proba-
bilité.

. On calcule les densités marginales. Pour > 0, on a

+oo
o= [ty
x
On reconnait la densité d’une loi exponentielle de paramétre 1. De méme, pour y > 0, on a
y
frln) = [ erdn =y
0

Les variables ne sont pas indépendantes puisque f(z,y) # fx(z)fy(y).
On a d’aprés l'indication E[X] =1 et E[Y] = 2! = 2. Pour la covariance :

1 [t 1
E[XY]:// xyf(x,y)dxdyzﬁ/ y3e_ydy:§3!:3.
R2 0

On déduit Cov(X,Y) = 1.

Pour tout z > 0, le densité conditionnelle fy|x—,(y) vaut

fY|X:x(y) = ?fgj)) = ex_yl{x<y}'

Pour la premiére méthode on utilise la loi jointe :

1+ X
P(Y<T) ://Rzl{%l;z}f(x,y)dxdy.

Pour la deuxiéme méthode, on utilise le conditionnement :
1+ X 1
P (Y < +T) :/P (Y < ‘2“'3|X :x) fx(z)de,
R

1+
P (Y < 5 | X = :1:) = / 1{y<1+Tz}fY|X=x(y) dy.
R

Les deux calculs doivent donner 1 + e ! — 2712 ~ (.155.

avec
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7. On a e
E[Y|X = z] :/ ye* Vdy =x + 1.

On a donc E[Y|X]| =X + 1.
8. On considére le changement de variable
p:U—=V
avec U = {(z,y) eR*: 0 <z < y} et
:{<Z7t)E]R2 (xay)70<x<y72:x+yat:y_x}
={(2,t) € R*: 3(w,y), 0 <z <y,v = (2 —t)/2,y = (+ + 1) /2}
={(z,t) ER*: 0 < 2z —t < 2+ 1t}
={(z,t) eR?*:0 <t < z}.

On obtient grace au théoréme de changement de variable

_ 1 _
fZ,T(Zat) = f (90 1<Z7t)) |det<‘]¢71)| = 56 (z+t)/21{0<t<z}-
9. Les densités marginales sont

fz(2) = 6_2/21{z>0} —e¢ "1 et fr(t) = e 1y
Exercice 3
1. On a p(X,Y) = u/2. Par conséquent |p(X,Y)| <1 si et seulement si u € [—2,2].

2. Les marginales sont indépendantes si et seulement si la Cov(X,Y) =0 (car (X,Y) est un
vecteur gaussien), donc si et seulement si v = 0.

3. (X,Y) admet une densité si et seulement si det(X) # 0, c’est-a-dire si et seulement si
u# —2 et u# 2.
4. (a) La densité de (X,Y) est
f(iU, y) _ Fl\/gel/(i(4122xy+y2).
(b) Comme X ~ N(0,1), on déduit
1
fY|X:m(y) = m
On déduit que Y| X = x suit une loi N'(z, 3).
(¢) On a donc E[Y|X = x] = z et donc E[Y|X] = X. Par conséquent E[Y|X] ~ N (0,1).

©)-( 0

Par conséquent (U, V') est un vecteur gaussien centré et de matrice de variance-covariance

006 - )

On déduit que les variables —X et X + 2Y ne sont pas indépendantes.

o 1/2((y-2)2/3)
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Exercice 4
1. Les X; admettent un moment d’ordre 2 et sont indépendantes, on peut donc utiliser toutes
les lois des grands nombres vues en cours. En particulier on a convergence presque stre et
dans Lo, ce qui implique qu’on a également convergence en probabilité, en loi et dans L;.

p(1-p) .

2. On applique Bienaymé-Tchebychev avec € = /5=

- p(l —p) _ . 0.05n
Pl|X,— — | <V(X,)——
<| P>\ 5 08n ) < V(Xa)

comme V(X,,) = ’@, il vient

- p(1—p)
Pl1X,—p > /B2 <005
(' P 0.05n ) =

d’ou le résultat.

3. Il suffit de récrire 'inégalité de la question précédente

i 1 | 1
P<|Xn—p|§ u):P(— <T, < )20.95.

0.05n

4. C’est exactement le théoréme central limite.

5. On note F}, la fonction de répartition de T, et F' celle de la loi N'(0,1). Comme T,, converge
en loi vers la loi normale centrée réduite, F, converge vers F' en tout point de continuité de
F. F étant continue sur R, la convergence a donc lieu sur R. On a donc

lim P(—1.96 <7, <1.96) = lim (F,(1.96) — F,,(—1.96)) = F'(1.96) — F(—1.96) = 0.95.
n—oo n—oo
L’inégalité de la question 3 (Bienaymé-Tchebychev), donne une approximation moins précise
de ’écart entre X, et p. Cependant, 'avantage de cette inégalité est qu’elle est valable pour
tout n, contrairement au théoréme central limite qui fournit une approximation asympto-
tique.

6. Comme X, L p, on déduit

On obtient grace au lemme de Slutsky

Lo VXn=p) g 6oy,

= — — —
Y, X,(1—X,)
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ENSAI premiére année IES 2010-2011

Examen partiel Statistique 2

8 décembre 2010
Aucun document, pas de calculatrice

Le baréme est donné a titre indicatif

Exercice 1 (Question de cours, 4.5 points)
1. Donner un exemple de lois discréte, absolument continu et mixte. Tracer les fonctions de
répartitions de ces 3 lois.

2. Etant donné « €]0, 1] on désigne par ¢, le quantile de la loi N'(0,1). Soit Y une variable

aléatoire de loi normale d’espérance 2 et de variance 9. Exprimer le quantile d’ordre o de
Y en fonction de q,. Justifier votre réponse.

3. Soit X = (Xj,...,X,) un vecteur aléatoire suivant une loi multinomiale de paramétre
(N, 1y Dn)
(a) Quelle est la loi de X ?

(b) Que vaut Cov (X, Xs)?
(c) Montrer le résultat de la question précédente.

4. Soit X = (X31,...,X,)" un vecteur gaussien de loi N (mx,¥x). On désigne par M une
matrice de dimension p X d et £ un vecteur de R”. Quelle est la loi de M X + ¢7

Exercice 2 (Questionnaire a choix multiple, 2 points)
Pour chaque question, on reportera sur la copie le numéro de la question avec celui de la réponse
exacte. Le choix devra étre justifié en 2 lignes maximum.

1. Soit X une variable aléatoire réelle de fonction de répartition Fx. La variable aléatoire
Y =2X + 1 admet pour fonction de répartition :

(a) Fx(2y+1)
(b) Fx(y)—1

(¢) 2Fx(y) +1
(d) Fx(52)

2
(e) une autre

2. Soit X; et X, deux variables aléatoires réelles qui suivent une loi normale. Alors X =
(X1, X5)" est un vecteur gaussien.

(a) Oui
(b) Non (ou dans certains cas seulement)

3. Soit X, Y et Z trois variables aléatoires (mutuellement) indépendantes. Alors X + Z et Y
sont indépendantes.
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(a) Oui
(b) Non (ou dans certains cas seulement)

4. On note Fx la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite (pour une variable
aléatoire réelle). On a pour tout x € R :

(a) Fx(—z)=—Fx(z)

(b) Fx(—z)=1- Fx(x)

(¢) Fx(—z) = Fx(z)

(d) aucune de ces égalités n’est correcte

Exercice 3 (4,5 points)

Soit X = (X1, X3)" un vecteur aléatoire de loi uniforme sur ’ensemble {]0, 1[x]0, 1[}U{]1, 2[x]0, 2[}.
Représenter le support de X sur un graphique.

Quelle est la densité de X 7

Les variables X7 et X5 sont elles indépendantes ?

Calculer I'espérance Xj.

M

Calculer la médiane de X;.

Pour les exercices 4 et 5 on rappelle que étant donné A > 0, la densité d'une loi exponentielle de
parameétre A est

f( ) = Aexp(=Az) Lo yoof ().
On a de plus E[X] = §, E[X?] = % et V(X) = 3.

AQ

Exercice 4 (4.5 points)
On considére deux variables aléatoires indépendantes X et X5 de loi exponentielle de paramétre
AL et Ay ()\1 >0et Ay > O)

1. Quelle est la densité du vecteur aléatoire X = (X1, X5)'?

2. Soit Y = min(Xy, X) le minimum de ces deux variables aléatoires. Montrer que

A1

1 2

3. Calculer la fonction de répartition de Y et en déduire que Y suit une loi exponentielle de
parameétre A\; + As.

Exercice 5 (4.5 points)
Soit (X,Y) un couple aléatoire de densité jointe

f(xv y) = cexp(_y)10<2x<y'

Montrer que ¢ = 2.

Calculer les densités marginales. Les variables X et Y sont-elles indépendantes ? Justifier.
. Calculer E[X], E[Y] et Cov(X,Y).

. On pose T'=2X — Y. Calculer la densité de T

e e
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CORRECTION

Exercice 1
1. Loi discréte : Py, loi de Bernoulli de paramétre p = 1/3. Loi absolument continue : Py, loi
uniforme sur | — 1, 1[. Loi mixte : 1/2Px, +1/2Px,. On a

0 sit<O0 0 sit< —1
Fx,(t)=1¢ 2/3 si0<t<1 , Fx,(t)= 1/2t4+1) si —1<t<1
1 sit>1 1 sit>1
0 sit< —1

1A(t+1) si —1<t<0
7/124+t/4 si0<t<1
1 sit>1

et FX3 (t) =

2. On désigne par t, le quantile d’ordre « de la loi de Y. On a par définition P(Y <t,) = «.

Or

Y -2 t,—2 ty —2

P(Y <t,) =P < —P (X< - a.
3 3 3

On déduit ta; 2 — ¢, ou encore t, = 3¢, + 2.
3.(a) X1~ B(n,p).

(b) Cov(Xy, X2) = —npips.

(c) voir page 40.
4. X ~N(Mmx +(, MExM').

Exercice 2
IL.dcar P(Y <t) =P(X < (t—1)/2).
2. b ¢a devient vrai si X; et X3 sont indépendantes (voir poly pour un contre-exemple).
3. aon améme ¢(X, Z) indépendant de go(Y") pour toute fonction réelle mesurable g; et go.
4. becarP(X < —2)=P(X >2)=1-P(X < —x)=1- Fx(x).
Exercice 3
1. Le support est représenté sur la Figure C.1.

2. On désigne par D le support de X. La densité est alors donnée par fy, x,(z1,22) =
$1p(z1, 22).

3. X et X, ne sont clairement pas indépendantes. Il suffit de prendre I'ensemble A = [0,1/2]
et B =[1,1.5]. On a alors

P(X €AY eB)=0<P(X € AP(Y € B).

4. On peut calculer la densité marginale de X; :

1 1 2
Ix,(x1) = / —1p(x1,x9) dzy = —1]0,1[(301) + —1]1,2[($1)-
R 3 3 3

On a alors E[X;] = 35 + 2

N
(o]
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FIGURE C.1 — Support de X.

5. On obtient comme fonction de répartition

0 sit<0

s S0<t<1

Fa®) =9 23_1/3 sit<1<2
1 §it> 2.

On déduit que la médiane vaut 5/4.

Exercice 4
1. Comme X; et X, sont indépendantes, la densité de X est donnée par

Ix1.5 (71, 72) = A Az exp(=A121) exp(—Aa2) Lo oo (T1) 10,400 (T2)-
2. On a par définition
P(Y = X;) =P(X, < X>)
_//1{Il<$2})\1)\2 exp(—Az1) exp(—A222) Lo +00[(#1) 1[0, 4oo[(T2) d21 ds

YRS

+oo T2
:/ / )\1)\2 exp(—)\lxl) exp(—)\gxg) dIl dI‘Q = ...
0 0

3. On a pour tout t > 0 :
Fy(t) :P(Iﬂin(Xth) < t) =1- P(min(Xl,Xg) > t) =1- P(X1 > t,XQ > t)
Dot fy () = (A1 + A2) exp(—(A1 + A2)?).

Exercice 5
1. L’intégrale sur R? doit étre égale a 1 :

+o0 +o0
c/ / exp(—y) dydx = ¢/2.
0 2z

93



2. On les obtient par intégration de la densité jointe :

fx () = 2exp(=22) 1) 1oc(7) et fy(y) = yexp(=y)1jo,100((y)-
f(1,3) =2exp(—3) # 6exp(—6) = fx(1)fy(3) donc X et Y ne sont pas indépendantes.
3. X suit un loi exponentielle de parameétre 2 donc E[X] = 1/2. Pour Y, on a

E[Y]= /;OO y* exp(—y) dy =2

d’apreés le rappel (moment d’ordre 2 d’une loi exponentielle de paramétre 1). Pour la cova-
riance on a

E[XY] = //ny exp(—y)Lljocoocyy dzdy = ... = 3/2, d’ou Cov(X,Y) =1/2.

4. On pose Z = Y et on cherche la loi du couple W = (T, Z)" a l'aide du changement de
variable :

o:D={(zr,y):0<2z <y} > A={(t,2): 0 < —t <z}
(#,y) = (22 —y,y)

On déduit ¢~ 1(t,2) = ((z +1)/2, ). Le déterminant de la matrice Jacobienne de ¢! vaut
1/2. On obtient ainsi la densité de W :

fT,Z(t7 Z) = eXp(_Z)1{0<—t<z}-

La densité cherchée s’obtient en intégrant par rapport a 2 :

fT(t) = exp(t)l{t<0}.
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ENSAI premiére année IES 2010-2011

Examen de Statistique 2
28 janvier 2011, deux heures

Document autorisé : une feuille A4 manuscrite,
pas de calculatrice

Le baréme est donné a titre indicatif

Rappel : Si X = (Xq,...,X,) est un vecteur gaussien d’espérance my, de matrice de variance-
covariance Y x et qui admet une densité fx alors

1 1 N1
fx(z) = (m)d\/mexp (—é(x —mx)' Yy (v — mX)> )

Exercice 1 (quelques applications "directes" de cours, 5 points)

Les réponses aux questions de cet exercice ne necéssitent pas de longs développements mathéma-
tiques (si elles sont bien abordées...). Les réponses données devront étre courtes et précises (2 ou
3 lignes maximum).

1. Soit X = (X3, X3)" un vecteur aléatoire suivant une loi multinomiale M(1,1/3,2/3). Cal-
culer P(X; =1) et P(X; = 0). Les variables X et X, sont-elles indépendantes ?

2. Soit X; et X5 deux variables aléatoires réelles indépendantes telles que X; suit une loi
uniforme sur |1, 2[ et X5 suit une loi normale de moyenne 3 et de variance 2. On considére le
vecteur aléatoire X = (X7, X5). Donner l'espérance de X ainsi que sa matrice de variance-
covariance.

3. Soit (X,Y)" un vecteur aléatoire de R? admettant pour densité

flx,y) = Aexp (—%(2372 — 2xy + y2)> )

Le vecteur (X,Y) est-il un vecteur gaussien ? Si oui, préciser son espérance, sa matrice de
variance-covariance ainsi que la valeur de A. Si non, justifier briévement.

4. On désigne par q, le quantile d’ordre alpha de la loi du chi-deux & un degré de liberté et
par u, le quantile d’ordre « de la loi N'(0,1). Montrer que ¢, = “?1—a)/2-

Pour les deux questions a suivre, on reportera sur la copie le numéro de la question avec celui de
la réponse exacte. Le choix devra étre justifié en 2 lignes maximum.

5. Soit X une variable aléatoire qui admet une densité fx continue sur R et paire. On note
Fx la fonction de répartition de X et ¢ un réel positif.

(a) Fx(t) =1- Fx(-t)
(b) Fx(t) = Fx(—t)
(c) Fx(t) =—Fx(t)
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(d) Fx(t) =1/2+ Fx(~1)
(e) Fx(—t) =1/2+ Fx(t)

(f) aucune de ces égalités est correcte.

6. Si X = (Xy,...,Xy) est un vecteur gaussien et Y est une variable aléatoire gaussienne,
alors le vecteur (Xi,..., Xy, Y)" est un vecteur gaussien.
(a) Oui

(b) Non (ou dans certains cas seulement)

Exercice 2 (5 points)
Soit Z = (X,Y)" un couple aléatoire dont la densité est donnée par

k .
— si0<zr<y<l1
fz(2,y) :{ v
0 sinon.

Montrer que k = %

Calculer les densités marginales. En déduire E[X] et E[Y].
Déterminer la densité conditionnelle de Y| X = x.

Déterminer 'espérance conditionnelle E[Y | X].

Retrouver la valeur de E[Y] en utilisant la question précédente.
Calculer P(Y < 2X|X = z).

En déduire P(Y < 2X).

o Ot W

Exercice 3 (5 points)
Soit X = (X7, X5) un vecteur gaussien centré (d’espérance (0,0)") et de matrice de variance-
covariance

1 u
2X—<u 1) avec u € [—1,1].

1. On désigne par p(X;, X») le coefficient de corrélation linéaire entre X; et Xs. Pour quelle(s)
valeur(s) de u a-t-on |p(X7, Xo)| < 17

2. Pour quelle(s) valeur(s) de u le vecteur X admet-il une densité ?
3. Pour quelle(s) valeur(s) de u les variables Z = X; et T = X;+2X, sont-elles indépendantes ?
4. On suppose que u €] — 1, 1].
(a) Calculer la densité conditionnelle de X5|X; = 71 et en déduire la loi de X5|X; = 2.
(b) Calculer I'espérance conditionnelle E[X5|X] et en déduire la loi de E[X5|X,].

(c) Quelle est la loi du couple aléatoire (U,V) = (X;, Xy — E[X3|X;])'? Pour quelle(s)
valeur(s) de u les variables X; et Xy — E[X5|X;] sont-elles indépendantes ?

Exercice 4 (5 points)
Soit X une variable aléatoire de densité fy définie par :

folz) = 93:9_11]071[(:10)

ot # est un nombre réel strictement positif fixé.
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1. Montrer que

0 0
BN =57 o VXI= Grpar

Tt
2. Soit (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi que X. On note

_ ] — X
ni:l ’

1-X,

(a) Montrer que (X,),>1 converge en probabilité vers g(#), ol g est une fonction que vous
préciserez.

(b) En déduire que (U,),>; converge en probabilité vers 6.

1 [ Uy
T, = .
1+U,VU,+2

La suite (7},),>1 converge-t-elle en probabilité ? Si oui, déterminer sa limite.

(c) On pose

(d) Déterminer une suite (an),>1 et un nombre réel m (fonction de 0) tels que la suite de
variables aléatoires

converge en loi vers une limite & préciser.
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CORRECTION

Exercice 1
1. P(X;=1)=P(Xy, =0) =1/3. Cov(X;,X3) = —2/3 donc X; et X, ne sont pas indépen-

dantes.
. Ona

E[X] <1§5> o Yy — (1/012 g)

f(x,y) = Xexp [—% (z v) (_21 _11) (5)] :

On déduit que (X,Y)" est un vecteur gaussien centré de matrice de variance covariance

-1
2 -1 11 1

(—1 1) _<1 2) o A=gr

. Soit X une variable qui suit une loi N'(0,1). On a par définition P(X? < ¢q,) = a. De plus

P(X? < ) = P(— < X < /@) = 1 - 2P(X < /@) = o

On déduit P(X < —/q,) = (1 — a)/2, ou encore —,/qa = U(1—a)/2-
. réponse a. En effet

. On réécrit la densité

+o00

Fx(t)=1-P(X >t)=1— fx(t)dtzl—/_tfx(—t)dt

t

_1- /_t Fe(t)dt =1 — Fy(—t).

. réponse b. Pour d = 1 on a vu le contre exemple X ~ N (0,1) et Y =X avec P(e = 1) =
Pe=-1)=1/2.

Exercice 2
1. L’intégrale sur R? doit étre égale a 1 :

L Y|
k’/ —/ —dydx = 2k.
0 \/E T \/g

2. On les obtient par intégration de la densité jointe :

fx(l’)=<%—1> Loaf@) ot fr(y) = o)

On a donc E[Y] = 0.5. Pour E[X], on fait le calcul
! 1
ElX| = — —1)dr=—.
X)= o (ﬁ ) T o
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3. Pour 0 < x <y < 1, la densité conditionnelle vaut

me =375 (73) -7 (7).

On a donc que pour z €0, 1],

1 1
fY|X=:):(y) = 2\/y <1 — \/E) 10<ac<y<1-

4. On déduit pour z €]0, 1],

E[Y|X = 4] :ﬁ/ \/gdy:“T\/f“7

don E[Y | X] = XX+l
5. On a

E[Y] =E[E[Y|X]] =

W[

6. Onapour 0 <z < 1/2:

P(Y <2X|X =z) = / Ly<os fyix=2(y) dy

1/2\/%_\/51_\/5 \/5_1
P(Y<2X)_/0 il IR

I
—
Ng
AN
[N}
8
[\]
Qll—
N
VR
—
-
~~_
)—l
o
AN
)
AN
<
IN
N
o,
<

7. 1l vient donc

Exercice 3
1. p(X1,Xs) = u. Donc |p(X1, Xs)| <1 si et seulement si |u| < 1.

2. detXx =1 —u? donc X admet une desité si et seulement si u €] — 1, 1].

3. Le vecteur (Z,T)" est gaussien (il existe une matrice A telle que (Z,T) = A(Xy, X2)'). Z
et T" sont donc indépendantes si et seulement si leur covariance est nulle. On a :

COV(Z, T) = V[Xl] + 2COV(X1,X2) =1+ 2u.

On déduit que Z et T sont indépendantes si et seulement si u = —1/2.
4.(a) On a
7 ( ) 1 T3 + 23 — 2ur 7y
T1,29) = —————=¢€xXp |—
X1,X2 1,42 27‘(‘@ p 2<1 _ 'LL2>

et

le (1‘1) = \/12_7Texp [—%] .
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Par conséquent

Fxapxi=a (22) = ﬁ P [_%] '

On déduit que X»|X; = z1 suit une loi N(uzy, (1 —u)?).
(b) Par conséquent E[X5|X;] = uX; et E[X3|X;] ~ N(0,u?).

(c) Ona (g) ) (_1u (1)) 62) |

Par conséquent (U, V) est un vecteur gaussien centré et de matrice de variance cova-

riance
10\ /1 u\ /1 —u\ (1 0
—u 1) \u 1)\0 1) \0 1-—u?
Les variables X; et Xy — E[X5|X;] sont donc indépendantes pour tout u €] — 1, 1].

Exercice 4
1. On a

1 1
B = [t =gl o B = [ottan= gl
0 0

Par conséquent

0
O0+1)2(0+2)

V[X] =

2. (a) On obtient par la loi des grands nombres que X, LN g(0) =

0+1°
(b) La fonction
h:0,1[ — R
Y
H R
Y 1—y
est continue. Par conséquent h(X,,) = U, LN h(g(9)) = 6.
(c) De méme, les fonctions
1 y
= et ty) =,/
W =1, W =\/77z

étant continues sur R™, on déduit que

P 1 o)
T Ba=— /2
T 1oV a1 2

(d) On a d’aprés le TCL

=i (%= g57) 5V (0 )
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Par conséquent, d’aprés le théoréme de Slutsky, V,, /T, A V/a. Comme V/a est une
variable gaussienne, centrée et de variance

(0 +1)%(0+2) 0 _
0 @+1)20+2)

on obtient

X, -2\
(%) sy
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ENSAI premiére année IES 2011-2012

Examen partiel Statistique 2

7 décembre 2011
Aucun document, pas de calculatrice

Le sujet est composé de 4 exercices indépendants (il y a 2 pages!).

Le baréme est donné a titre indicatif.

Exercice 1 (Question de cours, 5 points)
1. Donner un exemple de lois discréte, absolument continu et mixte. Tracer les fonctions de
répartition de ces 3 lois.

2. Soit X une variable aléatoire de loi uniforme sur I'ensemble | — 1,1/2[U[3, 8[. Quelle est la
densité de X 7

3. Soit X une variable aléatoire de fonction de répartition F'x. On pose Y =aX +botua > 0
et b € R. Exprimer la fonction de répartition de Y en fonction de Fx, a et b.

4. Soit X une variable aléatoire de loi uniforme sur ]0, 1[. Calculer la densité de Y = X?.

5. Etant donné « €]0, 1] on désigne par g, le quantile de la loi N'(0,1). Soit Y une variable
aléatoire de loi normale d’espérance 2 et de variance 9. Exprimer le quantile d’ordre o de
Y en fonction de q,. Justifier votre réponse.

6. Soit X = (X3, X2)" un vecteur gaussien centré réduit. On note

() )

Quelle est la loi du vecteur Y = PX +u?

7. Soit X une variable aléatoire de loi de Bernoulli de paramétre p (0 < p < 1). On note
Y=1-X.

(a) Quelle est la loi du vecteur (X,Y)" 7
(b) En déduire Cov(X,Y).

Exercice 2 (5 points)
Soit X = (X1, X2)" un vecteur aléatoire de loi uniforme sur le triangle

T = {(z1,72) ER* tel que 0 < x5 < 77 < 1}.

1. Représenter le support de X sur un graphique.
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Quelle est la densité de X 7
Calculer les densités marginales.

Les variables X7 et X5 sont-elles indépendantes 7

A e A

Calculer I'espérance Xj.

6. Calculer la médiane de X;.

Exercice 3 (5 points)
Soit X une variable aléatoire réelle admettant comme densité

f(x) = cexp(—|z|), xe€R.

. Montrer que ¢ = 1/2.
. Calculer la fonction de répartition de X.

. Calculer E[X].
. Pour tout n € N, on appelle I,, I'intégrale définie par

=~ W DN =

400
I, = / " exp(—x) dz.
0

(a) Combien vaut Iy ?

(b) Montrer que pour tout n € N* I,, = nl,_;. En déduire que pour tout n € N, I,, = nl.
5. Pout tout n € N, calculer E[X?"]. En déduire V[X].
6. Pour tout n € N, que vaut E[X?**t1]?

Exercice 4 (5 points)
Soit X une variable aléatoire réelle de densité fy définie par

fg(ZE) = (1 — 9)1[_1/270}(37) + (1 + ‘9)1}071/2] (.CL’),
ol # est un parameétre réel tel que 0| # 1.

1. Quelles conditions doit vérifier § pour que fj soit bien une densité de probabilité par rapport
a la mesure de Lebesgue sur R ?

2. Calculer I'espérance de X.

3. Soient Xi,..., X, n variables aléatoires indépendantes et de méme loi de densité fy. Soient
U, et V, les variables aléatoires définies par

Un = Z 1}—00,0}(Xz> et Vn = Z 1]0,+oo[(Xz)
=1 i=1

(a) Montrer que U, et V,, suivent des lois binomiales dont on précisera les valeurs des
parametres.

(b) Calculer E[U,], E[V,] et en déduire E[(V,, — U,,)/n].
(c) Calculer E[U,V,] et Cov(U,, V,,).
(d) Montrer que

tend vers 0 lorsque n tend vers 'infini.
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CORRECTION

Exercice 1
1. Loi discréte : Py, loi de Bernoulli de paramétre p = 1/3. Loi absolument continue : Py, loi
uniforme sur | — 1, 1[. Loi mixte : 1/2Px, +1/2Px,. On a

0 sit<0 0 sit< —1
Fx,(t) =1} 2/3 si0<t<1l , Fx,(t)=< 1/2(t+1) si —1<t<1
1 sit>1 1 sit>1
0 sit< —1

1/4(t+1) si —1<t<0
T/12+t/4 si0<t<1
1 sit>1

et FX3 (t) =

2. On note A =] —1,1/2[U][3, 8[. La densité de la loi uniforme sur A est donnée par

1 1

f(x) = v—=1lalr) = 3245

)\(.A) ].A(l‘).

Fy(t):P(aX—H)gt):P(th;b) _ Py (th;b)
4. Sit <0, Fy(t)=0etsit>1, Fy(t) = 1. Soit ¢t €]0, 1], on a
Fy(t) =P(X*<t) =P(—Vt < X < Vi) = P(X < V1) = V.

On a donc

5. Soit t, le quantile d’ordre o de Y. On a

Y =2  ty—2
P(Ygta):a<:>P< < )

3 - 3
Comme Y72 ~ N(0,1), on déduit

to — 2
3

o = <ty = 3q¢s + 2.

6. Y s’obtient par transformation affine de X, ¢’est donc un vecteur gaussien. On obtient son
espérance et sa matrice de variance-covariance comme suit

E[Y] = PEX] +u=u et V[Y]=PV[X]P = (i’ ;) |

7.(a) Y vaut 0si X =1 et 1si X =0. Le vecteur (X,Y) suit donc une loi multinomiale de
paramére (1,p,1 — p).
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(b) On a donc Cov(X,Y) = —p(1 — p). On peut retrouver cette covariance par le calcul :
Cov(X,Y)=Cov(X,1 — X)=-V[X]=—p(1 —p).

Exercice 2
1. Le support est représenté sur la Figure C.2.

FIGURE C.2 — Support de X.

2. La densité de X est donnée par

1
A2 (T)

3. Xi et X5 ont pour support [0, 1]. Soit 1 €]0, 1], on a

fx (@, m0) = 17 (21, 22) = 217 (21, x9).

1
le (Il) = 2/ 1dl’2 = 2(1 — l’l).

1
Donc fx,(71) = 2(1 — x1)1jp,1((71). De méme fx,(72) = 2w21j0,1((22).
4. fx # fx, [x, donc X; et X5 ne sont pas indépendantes.

5. On a :
2
E[Xl] = / ZE12(1 — Il)dl‘l = g

0

6. Pour z; €]0,1[, Fx,(x1) = 2z; — 2%. On résout I'équation Fx,(z;) = 0.5. La seule solution
sur |0, 1] est 1 —+/2/2, c’est la médiane.
Exercice 3

1. La fonction f est paire, on a donc

—+00

+o00
flz)dz = 20/ exp(—z)dr =2c=1.
00 0

Par conséquent, ¢ = 1/2.

105



2. Pour <0, 0n a

Pour x > 0,

/ fu eXp( z)
—1)

Fx(z) = Fx(0) + /OI exp(—u)du=1— %.

3. La densité f est impaire et symétrique par rapport a 0, on a donc E[X] = 0.
4. (a) Iy =1 d’aprés la question 1.
(b) On obtient en intégrant par parties :

I, = [—a" exp(—a)]T™ + / nae" " exp(—a) de = n,_..
0

On a ainsi pour tout n € N, I,, =nl, 1 =n(n— 1), o = ... =nlly =nl.
5. On déduit

+o0 _ +0o0

Donc V[X] = E[X?] = 2.

2n+1 exp(=|z])
2

6. La fonction z — x étant impaire, on déduit que pour tout n € N, E[X?"*1] = 0.

Exercice 4
1. fo(x) doit étre positive et intégrer a 1. On déduit que |0] < 1.

2. On a

0 0

1/2
xd:z:—i—(l—i—Q)/ rdr = -
0

E[X] = (1-9)/ -

~1/2
3. (a) U, est la somme de n variables aléatoires indépendantes de loi de Bernoulli de para-
métre P(X; < 0) = 1/2(1 — #). On en déduit que U, suit une loi binomiale de para-
meétres (n, 1/2(1 —60)). De méme on montre que V,, suit une loi binomiale de paramétres
(n,1/2(140)).
(b) On a ainsi

2 2 n
(c) On a
Z Z E[1)_ 0,01 (Xi) Losoo (X Z E[1)_ 0,0/ (Xi) Losoo (X))
i#]
= (nQ—n)l_HZ.

4
=02

Par suite Cov(U,,V,,) = 1

(d) On calcule la variance

v [Vn - Un:| _ nl (V[Un] + V[Vn} — QCOV(Un; Vn))

2

1 1— 62 1— 62 1— 62
=—|2n +n = — 0 quand n — oo.
n2 4 2 n
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ENSAI premiére année IES 2011-2012

Examen de Statistique 2

19 janvier 2012, 2h30
Aucun document, pas de calculatrice

Le baréme est donné a titre indicatif

Rappels :
— La densité d’une variable aléatoire de loi exponentielle de paramétre A > 0 est donnée par

Ix(x) = Xexp(—=Az) L0 400 ().

On a de plus E[X]| = % et VIX] = %
— Si elle existe, la densité d'un vecteur gaussien X = (Xi,...,X;) d’espérance my et de
matrice de variance-covariance X x est donnée par

1 1 Yo (r—m
fx(z) = (m)d\/mexp (—5(3: —mx)' 2y ( X)) )

Exercice 1 (quelques applications "directes" de cours, 6 points)
Les réponses aux questions de cet exercice ne necéssitent pas de longs développements mathéma-
tiques (si elles sont bien abordées...). Les réponses données devront étre courtes et précises.

1. Soit X = (X3, X3)" un vecteur aléatoire suivant une loi multinomiale M(1,1/4,3/4). Cal-
culer P(X; = 0) et P(X5 = 1). Les variables X; et X, sont-elles indépendantes ?

2. Soit X et X5 deux variables aléatoires réelles indépendantes telles que X; suit une loi
uniforme sur |1,4[ et X, suit une loi normale de moyenne -2 et de variance 1. On considére
le vecteur aléatoire X = (X7, X5)'. Donner I'espérance de X ainsi que sa matrice de variance-
covariance.

3. Soit X une variable aléatoire de loi de Bernoulli de paramétre p (0 < p < 1). On note
Y=1-X.
(a) Quelle est la loi du vecteur (X,Y)?
(b) En déduire Cov(X,Y).
4. Soit X une variable aléatoire de loi uniforme sur [—1, 1].
(a) Quelle est la densité de X ?
(b) Rappeler la définition de la fonction caractéristique d’une variable aléatoire réelle Y.
(c) Calculer la fonction caractéristique de X.
)

(d) Soit Xi,...,X, n variables aléatoires réelles indépendantes et de méme loi que X. Que
vaut la fonction caractéristique de S, = X7 + ...+ X, 7

5. Soit (X;)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes et de loi de Bernoulli de para-
metre p €]0,1[. On note X,, = 13" X,
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(a) Sans utiliser la loi des grands nombres, montrer que (X,),>1 converge en probabilité
vers p (on pourra utiliser I'inégalité de Bienaymé Chebychev).

(b) A T'aide du théoréme central limite, donner une suite réelle (a,),>1 et une fonction ¢

telles que la suite ~
Xn — D
»(p)

an

converge en loi vers une limite & préciser.

(c) Déduire des questions précédentes une suite réelle (b,),>1 et une suite de variables
aléatoires réelles (Y,)n>1 telles que

Xn_p

v 5 N(0,1) quand n — co.

br

6. Soit (X,Y) un couple aléatoire dont la loi jointe est donnée dans le tableau C.1

Y
¥ 0| 1

3/912/9

1 1/9 | 3/9

TABLE C.1 - Loi jointe de (X,Y)".

On lit par exemple P(X =0,Y =1) =2/9.

(a) Calculer E[Y].

(b) Calculer E[Y|X = 0] et E[Y|X =1].

(c) En déduire la loi de E[Y'|X] (on pourra donner son support et sa fonction de masse).
)

(d) Retrouver le valeur de E[Y] & partir de la question précédente.

Exercice 2 (8 points)
Partie 1

Soit X = (X1, X2)" un vecteur gaussien d’espérance px = (1,0) et de matrice de variance-

covariance
1 0.5
EX_<O5 1)'

1. Déterminer V[X;], V[X;] et Cov (X1, X5).
2. Calculer le coefficient de corrélation linéaire entre X; et X,
3. Onpose U =3X;+1et V=X —2X,.
(a) Le vecteur (U, V)" est-il gaussien ?
(b) Calculer I'espérance et la matrice de variance covariance de (U, V')'.
(c) Les variables aléatoires U et V sont-elles indépendantes ?
4. Calculer la densité conditionnelle de X5|X; = z1 et en déduire la loi de X5| X = ;.

5. En déduire I'espérance conditionnelle E[X5|X] ainsi que la loi de E[X;|X;].
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Partie 2

On se place maintenant dans le cas général ot Z = (X,Y)" est un vecteur gaussien d’espérance
p € R? et de matrice de variance-covariance Y (on suppose que X et Y admettent des moments
d’ordre 2 finis et que V[X] > 0). Le but de cette partie est de montrer que

Cov(X,Y)

E[Y|X] = E[Y] + VIX]

(X — E[X]). (C.1)

Pour alléger les notations, on désigne par u(X) la variable aléatoire E[Y] 4+ CO\‘;&(]’Y) (X — E[X]).
1. Montrer que le couple aléatoire (X,Y — u(X))’ est un vecteur gaussien.
2. Montrer que les variables aléatoires X et Y — u(X) sont indépendantes.
3. On désigne par Lo(X) I'ensemble des variables aléatoires qui s’expriment en fonction de X
et de carré intégrable :

Ly(X) = {f(X) avec f: R — R borélienne telle que E[f(X)?] < +oo}.

(a) Rappeler la définition de I'espérance conditionnelle E[Y|X] pour des variables aléatoires
de carré intégrable (on utilisera la définition vue en cours qui fait intervenir les projec-
teurs).

(b) Soit T' € Ly(X). Les variables aléatoires T' et Y — u(X) sont-elles indépendantes ?
Justifier.

(c¢) En déduire (C.1).

4. Application : Retrouver le résultat de la question 5 de la partie 1.

Exercice 3 (6 points)
Soit # > 0 un nombre réel fixé et Z = (X,Y)" un vecteur aléatoire dont la densité f est définie sur
R? par
fz,y) = Cexp(=0y)Locacy.
1. Montrer que C = .
Déterminer les lois marginales de Z ainsi que E[X] et V[X]. Les variables aléatoires X et
Y sont-elles indépendantes ?

N

Calculer la densité conditionnelle de Y| X = z.
En déduire E[Y'|X] puis E[Y].

Calculer P(Y > 2X).
OnposeU=XetV =Y —X.

(a) Déterminer la loi du couple (U, V).

A

(b) Les variables aléatoires U et V' sont-elles indépendantes ?
7. A laide de la question précédente calculer Cov[X,Y]. En déduire que V[Y] = 2.

8. Soit (Xj,Y;)i>1 une suite de couples aléatoires indépendants et de méme loi de densité f.
Pour n > 1, on pose X,, = +>7" X et ¥V, =15" Yi_. i
(a) Montrer que, pour une suite (a,),>1 & préciser, a,(Y,, — X,, — 1/6) converge en loi vers
une loi & déterminer.
(b) Montrer que, pour une suite (b,),>1 & préciser, X—n(?n — X,, — 1/6) converge en loi vers

n
une loi & déterminer.
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CORRECTION

Exercice 1
1. P(X; =0)=P(Xy=1) =3/4. Cov(Xy, Xs) = —3/4 donc X; et X, ne sont pas indépen-

dantes.
E[X] = <2_g) et Ny = <3é4 ‘1))

2. Ona
3.(a) Y vaut 0si X =1et 1si X =0. Le vecteur (X,Y)" suit donc une loi multinomiale de
parameétre (1,p,1 — p).

(b) On a donc Cov(X,Y) = —p(1 — p). On peut retrouver cette covariance par le calcul :
Cov(X,Y) =Cov(X,1—-X)=-V[X]=—p(1—p).

4. (a) La densité est donnée par fx(x) = 31j_11(().

(b) La fonction caractéristique est ¢y (t) = Elexp(—itY)].
(¢) On déduit

L e "
—1 1
(d) Les X;,i = 1,...,n étant indépendantes, la fonction caractéristique de la somme est

donnée par le produit des fonctions caractéristiques :

s, (1) = (@) :

5. (a) Soit € > 0. On a d’aprés Bienaymé-Chebychev

V[X, 1-—
[2]:17( p)—>010rsquen—>oo.

P(X,—p|>¢) <
(1%, —pl > ¢) < —

(b) 1l suffit d’appliquer le théoréme central limite

U, = vn N(0,1).

X
(c) On déduit des opérations sur la convergence en probabilité que

X,(1-X,) ®
p(1—p) '

On obtient ainsi par le théoréme de Slutsky

Vo =

Un Xn_
— Vi

p
v VX (1= X,)

5 N(0,1).
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6. (a) Y suit une loi de Bernoulli de paramétre 5/9, donc E[Y] = 5/9.

(b) Y|X =0~ B(2/5) et Y|X = 1 ~ B(3/4), donc E[Y|X = 0] = 2/5 et E[Y|X = 1] =
3/4.

(c) La loi de E[Y|X] est donnée dans le tableau suivant

Support | 2/5 | 3/4
Fonction de masse || 5/9 | 4/9

TABLE C.2 — Support et fonction de masse de la loi de E[Y|X].

(d) On a ainsi
ElY] = E[E[Y|X]] =

o] DN
O ot
+
1w
O W~
O ot

Exercice 2
Partie 1

1. Il suffit de lire dans X :
V[Xl] = V[XQ] =1let COV(Xl,XQ) = 0.5.

2. Le coefficient de corrélation vaut

~ Cov(Xy,X,)
) = v

()= 5 0)

(U, V) est donc un vecteur gaussien.

3.(a) On a

(b) Son espérance vaut (4,1)". On a de plus
VU] =9V[X,] =9, V[V] =V[X;] +4V[X;,] —4Cov(X;, X3) =3

et
Cov(U,V) =3V[X;] — 6Cov(X;, X2) = 0.

La matrice de variance covariance de (U, V') est

9 0
0 3/
(c) (U, V) est un vecteur gaussien et Cov(U, V') = 0, on conclut que U et V' sont indépen-

dantes.
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4. On a

fxyx, (21, 22) = ﬁ exp (—% (2(:1:1 —1)* + 225 — 2(w; — 1)x2))

et

Fa (1) = jQ_Wexp (_%m _ 1)2) |

Par conséquent

Mm@ 1)/2)
fX2|X1:x1_2ﬂ_\/ﬂ p< 9 3/4 )

Ainsi XQ’Xl =T ~~ N((.Tl — 1)/2,3/4)
5. D’apreés la question précédente, on a E[X,|X;] = (X7 — 1)/2, o E[X;|X;] ~ N(0,1/4).

Partie 2

1. Soient a te b tels que u(X) = aX +b. On a

(v o) = (5 D )+ (5):

le vecteur (X,Y — u(X))" est donc gaussien comme transformée affine du vecteur gaussien
(X,Y).
2. (X,Y —u(X)) étant gaussien, il suffit de montrer que Cov(X,Y — u(X)) =0:

Cov(X,Y —u(X)) = Cov(X,Y) — Cov(X,aX +b)
= Cov(X,Y) —aV[X] =Cov(X,Y) - Cov(X,Y) =0.

3. (a) On munit Ly(£2) du produit scalaire (X,Y) = E[XY]. SiY € Ly(Q), 'espérance condi-
tionnelle de Y sachant X est le projeté orthogonal de Y sur Lo(X).

(b) Ecrivons T' = f(X). Comme Y —u(X) et X sont indépendantes, on déduit que Y —u(X)
et f(X) sont indépendantes.

(c) If faut montrer que
— (Y —u(X)) L f(X) Vf(X) € L(X).
u(X) étant une transformation affine d’une variable gaussienne, elle est dans Lo (£2). Soit
F(X) € Ly(X). On a

(f(X),Y —u(X)) = E[f(X)(Y —u(X))] = E[f(X)E}Y — u(X)] =0,

I'avant derniére inégalité est une conséquence de I'indepéndance entre f(X) et Y —u(X),
la derniére s’obtient en remarquant que Y — u(X) est centrée.

4. On a

CovXL Xo) x, —mix) =0+ 220k, = 2L

E[X>|X1] = E[X,] + VX 1 2

On retrouve bien le résultat de la partie précédente.
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Exercice 3
1. 1l suffit de calculer 'intégrale double

+o0o Y 1
/ /exp(_ey)]-0<a:<y dw dy = / / exp(—&y) dz dy = ﬁ
R JR 0 0

+0o0
fx(z) = 92/ exp(—0y) dy = 0 exp(—0z), pour x > 0,

X suit donc une loi exponentielle de paramétre 6, d’ou E[X] = 1/0 et V[X] = 1/6*. La
seconde marginale vaut

2. On obtient

Yy
fr(y) = 07 / exp(—8y) dy = 0%y exp(—6y), pour y > 0.
0

Ainsi f(z,y) # fo(2)fy(y), X et Y ne sont donc pas indépendantes.
3. Soit x > 0, on a par définition

Jyix=z = J;f—(’xy)) = 0exp(—0(y — ))Locucy-

4. Calculons E[Y|X = z] pour 2 > 0 :

1

EY|X =z] = / h yhexp(—0(y —x))dy =z + ik

On a donc E[Y|X]| =X +1/60 et

E[Y] — B[E[Y|X]] = B[X] % _ ;

5. On calcule d’abord la probabilité conditionnelle P(Y > 2X|X = z) :
400
PlY >2X|X=2)= / Lo fyix—ady = Qexp(ﬁx)/ exp(—0y) dy = exp(—0z).
R 2z
Ainsi

+o0 1
P(Y >2X)= /RP(Y >2X|X =2)fx(x)de = 9/0 exp(—20z)dx = 3

6. (a) On considére le changement de variable
o:D={(z,y) eR*:0<z <y} —A={(u,v) €ER*:u>0,v>0}
(l',y) = (,I’,y—f)

@ est un C! diffeomorphisme, d’aprés le théoréme de changement de variable, la densité
de (U, V') est donnée par

fow (u,v) = f(o™" (u,0))| det(J 1 )[1a(u, v).

—1
u,v
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o ':A—=D
(u,v) = (u,u+v),
d’ot
det(J —1) =

Pu,v

On obtient
Juar(u,0) = Flu, 1w+ v) = 0% exp(—0(u + v))1a (1, 0) = 0 exp(—0u) Lm0 exp(—00) Lo,

(b) D’aprés la question précédente, U et V' sont indépendantes. Elles suivent de plus une loi
exponentielle de paramétre 6.

7. Comme

Cov(U,V) = Cov(X,Y — X) = Cov(X,Y) — V[X] = 0,
on déduit Cov(X,Y) = V[X] = 1/6% De méme,

1 2
V[V]= V[V = X] = V[Y]+ V[X] - 2Cov(X,Y) = 57 = V[V] = .
(a) On pose V; = Y; — X;. Les variables V;,7 = 1,...,n sont indépendantes, de méme loi

d’espérance 1/6 et de variance 1/6%. D’apreés le théoréme central limite, on a donc
_ 1 _ _ 1 r 1

(b) D’aprés la loi des grands nombres X, 51 /0. Soit T' une variable aléatoire de loi
N (0, 0%), d’aprés le théoréme de Slutsky, on a

c’est-a-dire
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ENSAI premiére année IES 2012-2013

Examen partiel Statistique 2

12 décembre 2012
Aucun document, pas de calculatrice

Le sujet est composé de 4 exercices indépendants (il y a 2 pages!).

Le baréme est donné a titre indicatif.

Rappel : si elle existe, la densité d’'un vecteur gaussien X = (X, ..., X;)" d’espérance mx et de
matrice de variance-covariance X x est donnée par

1 1 i
fX(x)_ (\/ﬂ)d\/mexp (—§($—mx) ZX( X)) :

Exercice 1 (Questions de cours, 6.5 points)

1. Donner la définition d’une variable aléatoire réelle ainsi que de sa loi de probabilité.
2. Soit X une variable aléatoire de loi uniforme sur [—1,1].

(a) Quelle est la densité de X ?

(b) Rappeler la définition de la fonction caractéristique d’une variable aléatoire réelle.
(c) Calculer la fonction caractéristique de X.

)

(d) Soit X3,..., X, n variables aléatoires réelles indépendantes et de méme loi que X. Que
vaut la fonction caractéristique de S, = X7 + ...+ X, 7

3. Soit X une variable aléatoire de loi de Bernoulli de paramétre p (0 < p < 1). On note
Y=1-X.

(a) Quelle est la loi de Y7
(b) Quelle est la loi du vecteur (X,Y)"?
(¢) En déduire Cov(X,Y).

4. Soit X = (Xj, X2) un vecteur gaussien centré réduit. On note

() )

Donner 'espérance et la matrice de variance-covariance de X.
Calculer P((X1, X2) = (0,0)).

Les variables aléatoires X; et X5 sont-elles indépendantes ?

(a)
(b)
()
(d) Quelle est la loi du vecteur Y = AX + b7
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5. (a) Rappeler la définition de la loi du x? a n degrés de liberté.

(b) Soit X une variable aléatoire réelle de loi x?(n) et Y une variable aléatoire réelle de loi
x2(m). X et Y sont indépendantes. Quelle est la loi de X + Y ? Justifier votre réponse.

Exercice 2 (3.5 points)
Soit € > 0 et soit X une variable aléatoire réelle de densité fy définie par

fo(z) = 20z exp(—027) 1) 100((2).

1. Montrer que fy est bien une densité de probabilité.
2. Déterminer la fonction de répartition de X.
3. Soit Y la variable aléatoire définie par Y = X2
(a) Calculer la fonction de répartition de Y.
(b) En déduire la densité de Y ainsi que E[X?].

Exercice 3 (5 points)
Soient X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes et de méme loi de densité f définie
par

f(2) = exp(=2)1jo 400 (2)-
1. Quelle est la densité du vecteur aléatoire (X,Y)?
2. Calculer P((X,Y) € [0,1]?).
3. Onpose U=X+Y et V=X/(XH+Y).
(a) Déterminer la loi du vecteur (U, V).
(b) En déduire les lois des variables aléatoires U et V.

(c) Les variables aléatoires U et V' sont-elles indépendantes ?

Exercice 4 (5 points)
Soit (X,Y’) un couple aléatoire de densité fxy définie par :

1 1 /22

1. Montrer que (X,Y) est un vecteur gaussien, puis déterminer son espérance et sa matrice
de variance covariance.

2. Déterminer les lois des marginales X et Y.
3. Soit a € R et soit U =Y — aX. Quelle est la loi du vecteur (U, X)?

4. En déduire que U et X sont des variables aléatoires indépendantes si et seulement si a = 1/2.
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CORRECTION

Exercice 1
1. Une variable aléatoire est une fonction X définie sur un espace de probabilité (2, A4, P) a
valeurs dans (R, B(R)) telle que

VB € B(R), X *(B) € A.
Sa loi de probabilité est I’application P x définie par
Px : (R,B(R)) — [0,1]
B Px(B) =P(X'(B)).

2. (a) La densité est donnée par fx(z) = 1)1 ((x).
(b) La fonction caractéristique est py (t) = Elexp(—itY)].
(¢) On déduit
I ! sin(t

ex(t) = 5/ exp(itr) dz = %/ (cos(tz) + isin(tx))dz = )

1 1 t

) Comme X7,..., X, sont indépendantes, on a ¢g, (t) = (px(t))".

(a) Y vaut 0si X =1et 1si X =0.Y suit donc une loi de Bernoulli de paramétre 1 — p.

(b) Le vecteur (X,Y)" suit une loi multinomiale de paramétre (1,p,1 — p).
)

On a donc Cov(X,Y) = —p(1 — p). On peut retrouver cette covariance par le calcul :
Cov(X,Y)=Cov(X,1 - X)=—-V[X]=—p(l —p).

4. (a) On a E[X] = (0,0) et ¥x = Id.
(b) Xx est inversible donc le vecteur X est absolument continu. Cette probabilité est donc

nulle.

(c) Cov(Xy, X5) = 0. X étant un vecteur gaussien, on déduit que X; et X, sont indépen-
dantes.

(d) Y est la transformée affine d’un vecteur gaussien, c’est donc un vecteur gaussien. Il suffit
de déterminer son espérance et sa matrice de variance covariance. On a E[Y] = b et

11

5.(a) X ~ x%(n) si il existe n variables aléatoires X7, ..., X, indépendantes de loi normale
centrée réduite telles que X = X2 + ... + X2
(b) On a
X4+Y=X{+. +X2+Y?+...+Y}

ot les X;,i =1,...,netY;j =1,...,m suivent des lois normales centrées réduites.
Comme X et Y sont indépendantes, les variables X;,i = 1,...,net Y;,7 =1,...,m
sont indépendantes. On déduit que X + Y suit une loi x?(n + m).
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Exercice 2
1. fp est positive sur [0, +oof et
/fg(x) dA\(z) = / 20z exp(—0z?) dz = [~ exp(—02?)]° = 1.
R 0
2. Ona Fx(t)=0sit<0et Fx(t)=1—exp(—0t?) sit > 0.
3.(a) Onapourt>0
Fy(t) =P(X?<t/0) = P(X < /t/0) =1 — exp(—t).
(b) On déduit fy(t) = exp(—t)1jp too[(t) et E[X?] =1/6.

Exercice 3
1. La densité de (X,Y) est

Fxy(@.y) = exp(=(2 + ¥)) Lo, ool (#) Lo, 400 (¥)-
2.0na .
PX.Y) € 01F) = [ [ expl(o+9) dedy = (1 = exp(-1)*
3. (a) Il suffit de considérer le changement de variable
R x RY — R™ 4 x]0, 1]
(@, y) = (x +y,z/(x+y)).
La densité de (U, V) = ¢(X,Y) est alors donnée par
g(u,v) = f(¢™" (u, )| det Jo-a.
Ici
e ' RY*x]0,1[ - R™ x R™
(u,v) = (uv,u(l —v)),
on a donc |det J,-1| = u et
g(u,v) = wexp(—u)1jo oo () Ljo11(v).
(b) On déduit que V suit une loi uniforme sur |0, 1] et
gu(u) = wexp(—u)1j yoo ().
(c) Les variables aléatoires U et V' sont clairement indépendantes.

Exercice 4
1. On a

1 1 IN—1
Ixy(z,y) = (m)Qmexp (—ﬁ(x—m)E (x—m))

avec m = (0,0) et
1/1 -1
-1 _
> _2(—1 2)'

On déduit que (X, Y') est un vecteur gaussien centré et de matrice de variance covariance
4 2
2= (y 3)
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2. On déduit que X ~ N (0,4) et Y ~ N(0,2).

3. On a
U\ (—a 1\ (X
X) \1 0)\Y)’
Donc (U, X)) est un vecteur gaussien centré et de matrice de variance covariance

40> 4+2 —da+2
—4q + 2 4 '

Par conséquent, X et U sont indépendantes si et seulement si a = 1/2.
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ENSAI premiére année IES 2012-2013

Examen de Statistique 2, janvier 2013
deux heures, sans document, pas de calculatrice

Le baréme est donné a titre indicatif

Rappels :
— si elle existe, la densité d'un vecteur gaussien X = (X,...,X,) d’espérance mx et de

matrice de variance covariance X x est donnée par

1 1 'S —my) )
fX(x)_ (\/ﬂ)d\/me}(p (_E(m_m)() EX( )) )

— la densité de la loi exponentielle de paramétre A > 0 est f(x) = Aexp(—=Az)1 oo[(Z).

Exercice 1 (6 points)
Les réponses aux questions de cet exercice ne necéssitent pas de longs développements mathéma-
tiques (si elles sont bien abordées...). Les réponses données devront étre courtes et précises.

1.
2.
3.

5.

Enoncer la loi forte des grands nombres.
Enoncer le théoréeme central limite.

Donner la définition de I'espérance conditionnelle E[Y|X] pour des variables aléatoires de
carré intégrable (on utilisera la définition vue en cours qui fait intervenir les projecteurs).

Soit X une variable aléatoire réelle.
(a) Rappeler la définition de la fonction caractéristique de X. On la note ¢y.

(b) Soit a et b deux réels. Montrer que la fonction caractéristique de la variable aléatoire
aX + b est donnée par exp(ibt)px (at).

(c) On rappelle que la fonction caractéristique de la loi normale centrée réduite est donnée
par exp(—t%/2). Déduire de la question précédente la fonction caractéristique la loi
normale d’espérance j et de variance o2

Soit (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires, indépendantes, a valeurs dans {0,2} et de
méme loi définie par

On pose X, = > | X;.
(a) Rappeler la définition de la convergence en probabilité.

(b) Montrer & l'aide de I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev que la suite (X,,),>1 converge
en probabilité vers une constante a que I'on précisera.

(c) A Taide du théoréme central limite, donner une suite réelle (a,,),>1 et un réel 0 tels que
la suite

an(X, —0)

converge en loi vers une limite & préciser.
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6. Soit Z = (X,Y) un vecteur aléatoire de loi uniforme sur le triangle {(z,y) € R?* : 0 < z <

Exercice 2 (3 points)
On considére une variable aléatoire X de densité

fz) =

cx? si0<x<3
0 sinon.

Evaluer la constante ¢ pour que f soit une densité de probabilité.
Déterminer la fonction de répartition de X.
Calculer P(1 < X < 2).

Déterminer 'espérance et la variance de X.

RAREE B B S

Pour tout n € N*, déterminer le moment d ordre n de X.

Exercice 3 (4 points)
On rappelle que si U suit une loi exponentielle de paramétre A > 0 alors E[U"] = /\%

Soit (X,Y') un couple de densité jointe

fxy(z,y) =cx(y — ) eXP<_y)1{0<x§y}‘

Montrer que ¢ = 1.
Calculer la densité conditionnelle de X sachant Y = y.
En déduire E[X|Y].

Montrer que X admet pour densité

Ll

fx(2) = x exp(=2) >0y

5. Calculer la densité conditionnelle de Y sachant X = z.
6. En déduire E[Y'|X].
7. Déduire des questions 3 et 6 les quantités E[X] et E[Y].

Exercice 4 (3 points)
Soit (X,,)n>1 une suite de v.a.r. indépendantes, de méme loi d’espérance p et de variance 0 < +o00.
Pour tout entier n > 2, on note

1. Calculer E[S,,].
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2. Montrer que S,, converge presque surement vers une constante que l'on précisera.

3. En déduire que ~

converge en loi vers une limite que 'on précisera (on précisera également la suite (ay,)s,).

Exercice 5 (4 points)
Soit (X,Y) un couple aléatoire sur R? dont la densité est donnée par

1 1/1
Ixy(z,y) = 1 P (—5 (§$2 - xy+y2)> , (z,y) ER%

1. Quelle est la loi du vecteur (X,Y’). Donner les lois marginales de ce vecteur.

2. Soit Z une variable aléatoire réelle définie par Z = Y — aX, ot a € R. Pour quelle(s)
valeur(s) de a les variables aléatoires Z et X sont-elles indépendantes ?

3. On considére maintenant (X,),>1 une suite de variables aléatoires réelles indépendantes de
loi normale centrée réduite. On pose

Sp = g X; et Tm:Sm——mSn,
n
i=1

avecn >1letme {1,...,n—1}.
(a) Déterminer la loi du vecteur (Si,...,S,).

(b) Montrer que les variables aléatoires T, et S,, sont indépendantes.
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CORRECTION

Exercice 1
1. Soit (X,)nen une suite de v.a.r. de Li(92, A, P) indépendantes et de méme loi. On note
E[X;]=p. Ona

1O .
—ZX#; 1 quand n — oo.
n
i=1
2. Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires indépendantes, de méme loi, et telles que
E[X?] < 400. On note E[X;] = 1, V[X;] = 0% et X,, = 23" | X;. On a alors

po
N

A N(0,1) quand n — co.

3. On considére 'espace Lo(2) des fonctions de carré intégrable muni du produit scalaire
< X1, Xy >= E[X;X,]. Soit (X,Y) un couple aléatoire avec Y € Ly(Q2). L’espérance
conditionnelle de Y sachant X, notée E[Y|X], est la projection orthogonale de Y sur le
sous-espace

Ly(X) = {u(X) avec u : R — R borélienne telle que E[u?(X)] < +oo}.

4. (a) La fonction caractéristique est définie par px(t) = El[exp(itX)].
(b) On a

Yax+b = Elexp(it(aX +b))] = exp(ith)E[exp(itaX)] = exp(ithb)px (at).

(c) Soit Y de loi N(p,0?). Il existe X de loi normale centrée réduite telle que Y = py+ o X.
Il vient

oy (t) = exp(ipt)px (ot) = exp(iut) exp(—o?t?/2).

5. (a) Une suite (X,,), converge en probabilité vers X si Ve > 0 on a

lim P(|X, — X|>e¢)=0.

n—-+o0o

(b) On a E[X,] = 1 et V[X,] = 1/n. Donc d’aprés Bienaymé-Tchébychev on a pour tout

e>0 [7]
_ VIX, 1
P(X,—-1>¢) < = —.
(1% —1]>0) < —5% = —

On déduit que la suite (X,,), converge en probabilité vers 1.
(c) 1 suffit d’appliquer le TCL :

VX, — 1) 5 N(0,1).
6. (a) La densité de Z est donnée par

fZ(xay) = 21T<xvy)a

ou 7T désigne le support de Z.
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(b) La probabilité cherchée vaut 1/4. En effet, il suffit de calculer

1 1
/ / 2dxdy = 1/4.
1/2 Jz

(c) Les densités marginales sont données par

fx(z)=2(1- 95)1]0,1[(1‘) et fy(y) = 291]0,1[(@'

On déduit E[X]| = 1/3.

(d) On calcule la densité conditionnelle

1

fY|X:z(y) = mlﬂx,y), pour 0 < z < 1.

11 vient

I+ - 1+ X
BIYIX =) = [ ufvixea(y)dy = 5", dou BY|X) = ==

(e) Il suffit d’utiliser

1+ X 2
E[Y] = E[E[Y|X]| = E |—2 | = 2.
2 3
Exercice 2
1. II suffit de calculer
3
/ r?dr =9.
0
On a donc ¢ = 1/9.
2. La fonction de répartition est donnée par
0 sit<0
Fx(t)=P(X <t)=1 t3/27 si0<t<3
1 sit> 3.

3. Comme X est aboslument continue, on a

P(l< X <2)=Fy(2) — Fx(1) = 2—77

’ 3 9 2 3 4 27
0 0

donc V[X] = 27/80.

5. Le moment d’ordre n est donné par

3 ,.n+2 n+1
E[X"] = / =S
0

9 n+3
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Exercice 3
1. On a

/ - fxy(z,y) =/0+OO (/Oy cx(y — x) exp(—y) dx) dy = C/O+OO [ %2 - ?]Zexp(—y) dy

c +o00 5 c 5
== y”exp(—y)dy = ~E[U"] = c.
6 Jo 6

2. 1l faut au préalable calculer la densité marginale fy :

Y 3
Y
Frlw) = exp(-9)Lgay [ oly = 2)do =% exp(-9)L 0.
0

On déduit 6 ( )
x(y —
fXIY:y(ff)Tl{MKy}-

3. On a donc pour y > 0 :

6 Y 2 Y
EX)Y =yl=— [ 2*(y—2)dv =7,
Yy° Jo 2
d'ou E[Y|X] =Y/2.
4. On calcule la densité de X :

+00 +oo
fx(x) =210y / (y — x) exp(—y) dy = xl{x>0}/ uexp(—u — z) du
T 0
= 2 exp(—2)1 >0 E[U] = v exp(—2)1 {50}
5. On a donc
frix=:(y) = (y — ) exp(—(y — 2))1{0 < z < y}.

6. Ainsi, pour z > 0, on a
+o00 +oo
BIYIX =)= [ yy-a)exp(~(y-0))dy = [ (utz)uexp(~u)du = U 4aB[U] = 24,
T 0

d'ou E[Y|X] =2+ X.
7. On déduit des questions précédentes

{mm:EWVQ

X =
E[Y] = E[X] +2 ‘:’{ %

E 2
E[Y] = 4.

Exercice 4

1. On a
SR 5 R S N T T oS GRRNL &
n—lizl n—liz1 n—liz1 n—1
1 - n
:n—lilef_n 1X3”
d’ou
E[S,] = — 1(02 +m?) — Tl(v()_(”> +E[X,]?) = — 1(02 +m?—o*/n—m?) = o?
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2. On a

et la loi forte des grands nombres donne :
—ZX2 "o+ m? et )_(ZIEXmQ.

En remarquant que

= e x|

et en appliquant les propriétés des opérations classique pour la convergence presque siire,
p.s.
en conclut que S, = o2.

3. Par le théoréeme central limite, on a

Vil —m) ¢

g

(0,1)
et S,/0% %3 1. Le lemme de Slutsky donne

(Xo—m) ¢ N(0,1).

-

Exercice 5
1. On a
1

oo ) = Jaa eXp(

avec m = (0,0) et
171 -1
-1 _
s,

On déduit que (X, Y') est un vecteur gaussien centré et de matrice de variance covariance

5o (L2

Par conséquent X ~ N (0,4) et Y ~ N(0,2).

o -G 00

Donc (Z, X)) est un vecteur gaussien centré et de matrice de variance covariance

~ye s - m)

40> —4a —2 —4da+2
—4a + 2 4 ’

Par conséquent, X et Z sont indépendantes si et seulement si a = 1/2.
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3.(a) On a

S 10 ... 0 X1
So 11 .0 Xo
S, 11 1 Xn
donc (Si,...,S,) est un vecteur gaussien. Sont espérance vaut (0,...,0) et le terme
de la zéme ligne et jéme colonne de la matrice de variance covariance est donné par
min(z, j).
(b) On a

TmZZ;Xi—%;X,:Z;XiQ—%)—%Z X,

1=m+1

T, est donc une variable aléatoire gaussienne. Il suffit donc de montrer que Cov(7,,, S,) =

0. On a
Cov(T,,, S,) =Cov <(1 — %) Xm:Xi — % z": X, i:)é)
i=1 1=m+1 =1
= (1 — T) i . COV(XZ‘,X]') — T i iCOV(XMX])
n i=1 j=1 i=m+1 j=1
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ENSAI premiére année IES 2013-2014

Examen partiel Statistique 2

20 novembre 2013
Aucun document, pas de calculatrice

Le sujet est composé de 3 exercices indépendants (il y a 2 pages!).

Le baréme est donné a titre indicatif.

Exercice 1 (Questions de cours, 10 points)
1. Donner la définition d’une variable aléatoire réelle ainsi que de sa loi de probabilité.

2. (a) Enoncer 'inégalité de Markov (sans oublier de donner les hypothéses).
(b) Enoncer 'inégalité de Bienaymé Tchebychev (sans oublier de donner les hypothéses).
(c) Démontrer 'inégalité de Bienaymé Tchebychev.

3. Soit X une variable aléatoire de fonction de répartition Fx. On pose Y = aX +0b avec a > 0

et b € R. Exprimer la fonction de répartition de Y en fonction de Fx, a et b.
4. Soit X une variable aléatoire de loi uniforme sur [—1, 1].
(a) Quelle est la densité de X ?
(b) Rappeler la définition de la fonction caractéristique d’une variable aléatoire réelle.
(c) Calculer la fonction caractéristique de X.
)

(d) Soit Xj,..., X, n variables aléatoires réelles indépendantes et de méme loi que X. Que
vaut la fonction caractéristique de S,, = X7+ ...+ X, 7

5. Soit X = (X3, X3) un vecteur gaussien centré réduit. On note

) )

(a) Donner l'espérance et la matrice de variance-covariance de X.
(b) Calculer P((X1, X5) = (1,0)).
(c) Les variables aléatoires X et X5 sont-elles indépendantes 7

(d) Quelle est la loi du vecteur Y = AX + 07
6. Soit X et Y deux variables aléatoires réelles telles que Cov(X,Y) = 0. X et Y sont-elles

indépendantes (si oui, justifier votre réponse, si non donner un contre exemple).
7. (a) Rappeler la définition d’'un vecteur gaussien.

(b) Soit X = (X7, X3) un vecteur gaussien. On suppose que Cov (X7, X5) = 0. Montrer que
X, et X5 sont indépendantes. On pourra utiliser que la fonction caractéristique d’un
vecteur gaussien Y = (Y7,...,Yy) d’espérance my et de matrice de variance-covariance
Yy est

(py(t) — €i<my,t>€*0.5t Eyt’ t e Rd
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Exercice 2 (5.5 points)
Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes de méme loi de densité f définie par

f(x) = exp(—2)1>0-

On pose S =X +Y.
1. Calculer P(0 < X < 3).
Calculer E[X] et V[X].
Déterminer la densité du couple (X, S).
En déduire la densité de S.
Retrouver la densité de S en utilisant le produit de convolution.

Les variables aléatoires X et S sont-elles indépendantes ? Justifier.
Calculer P((X,5) € [0, 1] x [0, 1]).

NS O W

Exercice 3 (4.5 points)
Soit # > 0 un nombre réel fixé et Z = (X,Y’) un vecteur aléatoire dont la densité f est définie sur
R? par
f<x>y) = CGXP(—Qy)lo<x<y7 (l’,y) € Rz'
1. Montrer que C' = 62,

2. Déterminer les lois marginales de Z ainsi que E[X] et V[X]. Les variables aléatoires X et
Y sont-elles indépendantes ?

3. OnposeU=XetV =Y —X.
(a) Déterminer la loi du couple (U, V).
(b) Les variables aléatoires U et V' sont-elles indépendantes ?

4. A T'aide de la question précédente, calculer Cov[X, Y]. En déduire V[Y].
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CORRECTION

Exercice 1
1. Une variable aléatoire est une fonction X définie sur un espace de probabilité (2, A, P) a
valeurs dans (R, B(R)) telle que

VB € B(R), X *(B) € A.
Sa loi de probabilité est I'application Py définie par
Py (RB(R)) [0, 1]
B+ Px(B) =P(X}(B)).
2. (a) Si X est une v.a.r. positive, on a pour tout réel a > 0

E[X]

P(X >a) "

(b) Soit X une v.a.r. telle que E[X?] < 400, on a pour tout réel a > 0

VIX]

2

P(X —E[X]|2a) <~

(¢) 11 suffit d’appliquer Markov a la variable aléatoire (X — E[X])%.
3. On a

Fy(y):P(ng):P(aX+b§y):P(X§y;b) = Fy (y_b>.

4. (a) La densité est donnée par fx(z) = 31j_11(().
(b) La fonction caractéristique est py (t) = E[exp(—itY)].
(c) On déduit

ex(t) = %/_ exp(itz) do = %/_ (cos(tx) +isin(tz)) dr = Sin(t)‘

1 1 t

(d) Comme Xj,..., X, sont indépendantes, on a g, (t) = (px(t))".
5.(a) On a E[X]=(0,0) et ¥x = Id.
(b) X x est inversible donc le vecteur X est absolument continu. Cette probabilité est donc
nulle.

(c) Cov(Xy, X5) = 0. X étant un vecteur gaussien, on déduit que X; et X5 sont indépen-
dantes.

(d) Y est la transformée affine d’un vecteur gaussien, ¢’est donc un vecteur gaussien. Il suffit
de déterminer son espérance et sa matrice de variance covariance. On a E[Y] = b et

;o (21
sy =amca = (1),
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6. Non, il suffit par exemple de prendre X de loi normale centrée réduite et Y = X2,

7.(a) X = (X1,...,Xy) est un vecteur gaussien si toute combinaison linéaire de ses marginales
est une variable aléatoire réelle gaussienne.

(b) 1l suffit de montrer que ¢ x(t) = px, (t1)px,(t2).

Exercice 2
1. OnaP(0 < X <3)=1—exp(—3).
2. X suit une loi exponentielle de paramétre 1 donc E[X]| = V[X] = 1.
3. On détermine la densité du couple (X,Y) :

fxy (@, y) = exp(=(z + ¥))Lozoly>0,
et on effectue le changement de variable
o : R xRt - R" x Rt
(z,y) = (2,2 +y).
on déduit que la densité de (X, S) est donnée par
fx.5(x,8) = exp(—v)Locu<o-
4. La densité de S est donnée par
fs(s) = sexp(—s)1s-0.

5. On peut également utiliser le produit de convolution :
fs(s) = / exp(—(s — )1y~ exp(—t) 150 dt = sexp(—$)1gso.
R

6. Clairement fx g # fx X fg donc X et S ne sont pas indépendantes.
7. Il suffit de calculer

P((X,S) €[0,1]*) = fx.s(z,s)dN (2, 8) = 1 — exp(—1).

[0,1]2

Exercice 3
1. 11 suffit de calculer 'intégrale double

+o0 Y 1
/ /exp(—ﬁy)10<x<y dedy = / / exp(—0y)dzdy = 7
RJR 0 0

+o00
fx(z) = 92/ exp(—0y) dy = f exp(—0z), pour x > 0,

X suit donc une loi exponentielle de paramétre 6, d’ou E[X] = 1/0 et V[X] = 1/6*. La
seconde marginale vaut

2. On obtient

Yy
Frin) = [ exp(=0y)dy = Py exp(~6y). pour y > 0.
0

Ainsi f(z,y) # fx(z)fy(y), X et Y ne sont donc pas indépendantes.
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3. (a) On considére le changement de variable

o:D={(z,y) eR*:0<w <y} > A={(u,v) €R*:u>0,v>0}
($,y)'—>($,y—$)

¢ est un C*! difféomorphisme, d’aprés le théoréme de changement de variable, la densité
de (U, V) est donnée par

fov(u,v) = fe™" (u,v))| det(J 1) [La(u, ).

Or
o ':A—=D
x(u,v) = (u,u+v),
d’ou
10
det(J@;}U) = '1 1‘ =1.
On obtient

fov(u,v) = f(u,u+v) =02 exp(—0(u+v))1a(u,v) = 0 exp(—0u) 1,0 0 exp(—0v)1,50.

(b) D’apreés la question précédente, U et V sont indépendantes. Elles suivent de plus une loi
exponentielle de paramétre 6.

4. Comme
Cov(U,V) = Cov(X,Y — X) = Cov(X,Y) — V[X] =0,
on déduit Cov(X,Y) = V[X] = 1/62. De méme,

V[V] = V[Y — X] = V[Y] + V[X] - 2Cov(X,Y) = = = V[Y] = .
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ENSAI premiére année IES 2013-2014

Examen de Statistique 2, janvier 2014
deux heures, sans document, pas de calculatrice

Le baréme est donné a titre indicatif

Rappels :
— si elle existe, la densité d’'un vecteur gaussien X = (Xy,...,X,;) d’espérance mx et de
matrice de variance covariance X x est donnée par

1 1 et
fx(l'): (\/%)d\/mexp (—5(1’—7’77,)() ZX( X)) )

— la densité de la loi exponentielle de parameétre A > 0 est f(z) = Aexp(—Az)1jg 1oo[(T).

Exercice 1 (6 points)
Les réponses aux questions de cet exercice ne necéssitent pas de longs développements mathéma-
tiques (si elles sont bien abordées...). Les réponses données devront étre courtes et précises.

1. Enoncer les définitions des convergences presque sure, en probabilité et en loi.
2. Enoncer la loi forte des grands nombres et le théoréme central limite.

3. Soit X une variable aléatoire réelle de loi normale N(0,1). Soit ¢ une variable aléatoire
indépendante de X de loi

On pose Y =eX.
(a) Montrer que Y suit une loi N'(0,1).
(b) Le vecteur (X,Y) est-il gaussien ? Justifier.

4. Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires réelles qui converge vers une variable aléatoire
X dans Ly (ou en moyenne quadratique). Est-ce que (X,,)nen converge dans Ly 7 Si non,
exhiber une contre exemple, si oui, prouver le.

5. Soit (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires, indépendantes, de loi exponentielle de para-
metre A > 0. On pose X, = + 31" | X;.
(a) Montrer a laide de I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev que la suite (X,,),>; converge
en probabilité vers une constante a que I'on précisera.

(b) A T'aide du théoréme central limite, donner une suite réelle (a,),>1 telle que la suite

- 1
n Xn__
o (%-3)

converge en loi vers une limite & préciser.

6. Soit (X,Y’) un vecteur aléatoire gaussien tel que V[X] > 0. On pose

~ Cov(X)Y)

2=V

X.
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(a) Montrer que (X,Y, Z) est un vecteur gaussien.
(b) Les variables aléatoires réelles X et Z sont-elles indépendantes ? Justifier.

Exercice 2 (3 points) , ,
Soit (X,Y') un vecteur gaussien admettant une densité f définie par f(z,y) = Ce "5
1. Déterminer la constante C, l'espérance et la matrice de variance-covariance de (X,Y).
2. Déterminer la loi des variables marginales X et Y. Ces variables sont-elles indépendantes ?
3. Onpose U=X+Y et V=X-Y. Quelle est la loi du couple (U,V)? Conclure.
Exercice 3 (5 points)
Soit (X,Y’) un couple aléatoire dont la densité jointe est donnée par

fX,Y(m7 y) = 4y(SL’ - y) exp(—(x + y))10<y<:p-

Afin de simplifier les calculs, on admettra que pour u > 0, on a

/+Ootexp(—t) dt = (u+1)exp(—u) et /+OO t*exp(—t) dt = (u(u + 2) + 2) exp(—u).

Calculer la densité de Y.

Montrer que E[Y] = 1.

Calculer l'espérance conditionnelle E[X|Y] et en déduire E[X].
Calculer la probabilité conditionnelle P[X < 1|Y].

Indiquer deux fagons différentes de calculer P[X < 1] (il n’est pas demandé de faire les
calculs).

O D=

Exercice 4 (6 points)
Soient n variables aléatoires Xj,..., X, indépendantes, toutes distribuées selon la loi uniforme
Ui g sur l'intervalle [0, 0], ot 6 désigne un parameétre inconnu strictement positif.

1. Donner la densité de X;.

2. Calculer E[X;] et V[X;].

3. En utilisant la loi forte des grands nombres, donner une suite de variables aléatoires (T}, ),en
qui converge presque stirement vers 6.

4. On pose Y, = max(Xy,...,X,).
(a) Calculer la fonction de répartition de Y.
(b) En déduire la densité de Y,, est donnée par

xn—l

fr.(z)=n on Ljo,6((2).

(c) Calculer E[Y,,] et E[Y}?].

(d) Rappeler la définition de la convergence en moyenne quadratique et déduire de la ques-
tion précédente que (Y},),en converge en moyenne quadratique vers 6.

(e) Soit € > 0, calculer P(|Y,, — 0| > ¢).

(f) En déduire que (Y},)nen converge presque surement vers une limite a préciser (on pourra
utiliser Borel Cantelli).

(g) Calculer la fonction de répartition de la variable aléatoire Z,, = n(f — Y,,).

(h) En déduire que la suite de variables aléatoires (Z,,),en converge en loi vers une variable
aléatoire dont on précisera la loi.
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CORRECTION

Exercice 1
1. (X, )nen converge presque surement vers X si

p ({w €0 lim X,(w) # X(@}) ~0.

(Xp)nen converge en probabilité vers X si

Ve >0, lim P(|X, —X|>¢)=0.
n—oo

2. Soit (X, )nen une suite de v.a.r. de Li(Q2, A, P) indépendantes et de méme loi. On note
E[Xi] = p. On a

1= ps
—ZXip% i quand n — oo.
n
i=1
Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires indépendantes, de méme loi, et telles que
E[X?] < +o0. On note E[X;] =y, V[X;] = 0% et X, = 23" | X;. On a alors

X, -
a 5 N(0,1) quand n — oo.

N

3. (a) Montrons que Fy(u) = Fx(u) pour tout u € R. On a

Fy(u)=PY <u)=PEX <ule=1)P(e=1)+PeX <ule = -1)P(e = —1)
= JIP(X <)+ P(X > —u)] = P(X < u) = Fx(u).

Y est donc une v.a.r. gaussienne centrée réduite.

(b) Les composantes du vecteur (X,Y") suivent des lois gaussiennes alors que (X,Y)" n’est
pas un vecteur gaussien. En effet, il suffit de voir que Z = X 4+ Y n’est pas une v.a.r.

gaussienne :
1
P(Z=0)=P((1+e)X=0)=Pe=-1)= 7

Or si Z est une v.a.r. gaussienne on a P(Z = 0) = 0 (ou 1 dans le cas d’une v.a.r.
centrée dégénérée).

4. Oui. En effet
E|X, - X|=E [ (X, — X)?] < VE[(X, - X)7]
d’aprés I'inégalité de Jensen (racine carrée est concave).
5. (a) Comme E[X;] =1/\ et V[X;] =1/)\? on a d’aprés Bienaymé-Tchebychev que Ve > 0,

_ 1 VIX 1
p (|4 >2) < YL

g2 ni2e?’
On déduit que X,, converge en probabilité vers 1/\.
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(b) 11 suffit d’appliquer le TCL :

(51 S (o).

6. (a) Il suffit d’écrire (X, Y, Z) comme la transformée linéaire du vecteur gaussien (X,Y) :

X 1 0

Y| = 0 1
Cov(X,Y)

4 v |

(b) (X,Y,Z) étant un vecteur gaussien, il suffit de montrer que Cov(X,7) =0 :

Cov(X,Y)

Cov(X,Z)=Cov(X,Y) — VIX]

V[X] = 0.

Exercice 2
1. Par identification avec I’expression de la densité d’un vecteur gaussien, on trouve ’espérance
m = (0,0), et 'inverse de la matrice de variance-covariance

() s (O ).

et det(X) = 2, d'ott C' = (2v/271)~L.
2. Par définition du vecteur gaussien, les variables marginales X et Y suivent des loi normales,
centrées, de variance 3/2. Elles ne sont pas indépendantes car elles sont corrélées.

3. On a
U X 1 1
(V) =A (Y) avec A= <1 _1> )

Donc (U, V') suit une loi normale centrée, de matrice de variance-covariance

2 0
I __
i (20,
Puisque (U, V) est un vecteur gaussien et que les variables marginales U et V' ne sont pas
corrélées, U et V sont indépendantes.

Exercice 3
1. On a

fr(y) = 4y exp(=2y)1,50.
2. On déduit .
E[Y] = / 4g? exp(—2y) dy = 1.
0
3. Pour y >0, on a

_Sxxvey)
fxiy=y = ) (z —y) exp(y — )locy<a-

Ainsi
BIXIY =) = [afay-,do=y+2

Par conséquent E[X|Y] =Y +2 et E[X]| =E[E[X|Y]] =E[Y]+2=3.
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4. Onapour 0 <y <1,
PW<UY:MIHUGWIM:/MQMYMM
1
:/Xx—wam@—xﬁmz<L+HMy—w@—2»
Y

Dot P[X < 1|Y] = (1 + exp(Y — 1)(Y —2))1pcy<1.

5. On peut utiliser le conditionnement

HX<H=/PW<HY=thM%

1
PX < 1] :/ Ful(x) da
0
Exercice 4

1. La densité de X est donnée par f(x) = 1/6 1j99 /().

2. L’espérance et la variance sont respectivement données par 6/2 et 62/12.
3. 11 suffit de prendre T, = 2.X,,.

4. (a) Par définition, la fdr vaut 0sit <0et 1sit>0.Si0<t<#6,ona

ou directement la loi de X

n

Fy,(t) =P, <t)=][P(X; <) HQ/ e

i=1

(b) La densité de Y,, est ainsi donnée par

n—1

fyn (t) =N 0" 1]079[@).

On peut ainsi calculer

n
n+1

n
n+ 2

E[Y,] = 0 et E[Y?] = 62

n

(c) La suite (Y},)nen converge en moyenne quadratique vers 6 si

lim E[(Y, —0)?] =

n—oo

On déduit de la question précédente

260>

Bl =0 = e D

— 0 quand n — oo,

donc Y, =
(d) Soit e < 6. On a

9 n
P(lY,=0|>¢e)=1-Pl—-e<Y,<e+0)=1- fr, () dt = (1—5> = U,

0—¢
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(e) Comme la série de terme général u,, est convergente, on déduit d’aprés Borel-Cantelli
que Y, converge presque surement vers 6.

(f) Sit <0, Fz,(t) =0etsit>nb, Fz (t) = 1. Sinon

Fo(l)=1—Fy <e—%):1—<1—%>n.

Or

n
= ! + ! — ! dn —
=exp|(n Y, 0 0 exp 0 quand n 0.

On a donc lim,,_,, Fz, (t) = 1 —exp(—t/0). Par conséquent (Z,,),en converge en loi vers
une loi exponentielle de paramétre 1/6.
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ENSAI premiére année IES 2014-2015

Examen de Probabilités Générales, janvier 2015
deux heures, sans document, pas de calculatrice

Le baréme est donné a titre indicatif

Rappel : si elle existe, la densité d'un vecteur gaussien X = (X7,..., X,) d’espérance mx et de
matrice de variance covariance X x est donnée par
1 1
fx(z) = exp(——m—m S —m )
X( ) (\/%)d det(EX) 2( X) X( X)

Exercice 1 (6.5 points)
Les réponses aux questions de cet exercice ne necéssitent pas de longs développements mathéma-
tiques (si elles sont bien abordées...). Les réponses données devront étre courtes et précises.

1. Enoncer les définitions des convergences presque siire, en probabilité et en loi.
2. On considére (X, )n,en+ une suite de variables aléatoires réelles telle que X, suit une loi
uniforme sur | — 1/n;1/n].
(a) Est-ce que X, converge en probabilité vers 07 Justifier.
(b) Est-ce que X,, converge en loi vers 07 Justifier.
3. Soit (X, )nen+ une suite de variables aléatoires réelles telle que
P(Xn:\/ﬁ):% et P(Xn:()):l—%.
(a) Est-ce que (X, )nen+ converge vers 0 dans Lo 7 Justifier.
(b) Est-ce que (X,,)nen+ converge en probabilité vers 07 Justifier.
4. Enoncer la loi forte des grands nombres et le théoréme central limite.
5. (a) Donner la définition d'un vecteur gaussien.
(b) Rappeler la définition de la loi du x? a n degrés de liberté.

(c) Soit X une variable aléatoire réelle de loi x?(n) et Y une variable aléatoire réelle de loi
x2(m). X et Y sont indépendantes. Quelle est la loi de X + Y ? Justifier votre réponse.

(d) Enoncer le théoréeme de Cochran.
(e) Soit X1, ..., X, n variables aléatoires indépendantes et de méme loi normale N'(u, o) ot
i € Ret o > 0. En utilisant le théoréme de Cochran, donner la loi de X,, = % Z?Zl X;.

Exercice 2 (3.5 points)
Soit (X,Y’) un couple aléatoire de densité fyy définie par :

Fy (@) = = LT i), () e B2
xy\Zr,Y) = . €Xp B B Ty +y ) €,y .

1. Montrer que (X,Y’) est un vecteur gaussien, puis déterminer son espérance et sa matrice
de variance covariance.

2. Déterminer les lois des marginales X et Y.

3. Soit a € R et soit U =Y — aX. Quelle est la loi du vecteur (U, X)?

4. Pour quelle(s) valeur(s) de a les variables aléatoires U et X sont-elles indépendantes ?
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Exercice 3 (4.5 points)
Soit # > 0 un nombre réel fixé et Z = (X,Y’) un vecteur aléatoire dont la densité f est définie sur

R? par

1.
2.

3.

4.
d.
6.

flz,y) = Cexp(—0y)Locacy, (z,y) € R%
Montrer que C' = 62.

Déterminer les lois marginales de Z ainsi que E[X] et V[X]. Les variables aléatoires X et
Y sont-elles indépendantes ?

OnposeU=XetV =Y — X.

(a) Déterminer la loi du couple (U, V).

(b) Les variables aléatoires U et V' sont-elles indépendantes ?

A Taide de la question précédente, calculer Cov[X,Y]. En déduire V[Y].
Calculer E[Y'|X]. En déduire E[Y].

Indiquer deux fagons différentes de calculer P(Y > X?) (il n’est pas demandé de faire le
calcul).

Exercice 4 (5.5 points)
Soit X1,...,X,, un n échantillon composé de variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuées selon la loi admettant pour densité

1

flo)= 5o

Lyo,0(2)

ou f est un paramétre strictement positif.

N =

Montrer que f est bien une densité de probabilité.

Montrer que E[X;] = /3 et calculer la variance de Xj.

. En utilisant le théoréme central limite, proposer une suite (U, ),en telle que

VU, — ) 5 N(0, ¢(6))

ol ¢ est une fonction a préciser.

On pose Y,, = max(Xy,...,X,). Calculer la fonction de répartition de Y,, et en déduire la
densité de Y.

5. Calculer I'espérance et la variance de Y,,.

Montrer que

E[(Y, — 0)*] = (E[Ya] — 0)" + V(Yy,).

7. Est-ce que (Y},)nen converge vers 6 en moyenne quadratique (ou dans Lg) 7 Justifier.

8. Montrer que n( —Y;,) converge en loi vers une loi a préciser.

9. Etudier les convergences en probabilité et presque stre de Y,, vers 6.
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CORRECTION

Exercice 1
1. (Xp)nen converge presque surement vers X si

p ({w €Q: lim X,(w) # X(w)}) ~0.
n—oo
(Xn)nen converge en probabilité vers X si
Ve >0, lim P(|X, —X]|>¢)=0.
n—oo

X, ) nen converge en loi vers X si lim,_, Fix, (x) = Fx(x) en tout point de continuité de
g n
Fx.

2.(a) OnaVe >0

P(|X,|>e)=1-P(—e< X, <¢)=1- g[min(l/n,e) —max(—1/n,—¢)] =0

pour n assez grand. On conclut X, L))
(b) On a
six < —1/n
(z4+1) si —1/n<z<1/n
six > 1/n.

FXn(ZE) =

—os O

On a donc lim,,_, 1 Fx, () = Fx(x) pour tout x € R*. Fx étant discontinue en 0,

c ) : .
on conclut que X,, = 0. On aurait aussi pu conclure en disant que la convergence en
probabilité implique la convergence en loi.

3. (a) Comme E[X?] =1, on déduit que (X,,), ne converge pas vers 0 dans L.
(b) Soit € > 0. On a
1
P(|X,|>¢)=P(X,=+vn)=—
n

P
pour n assez grand, donc X,, — 0.

4. Soit (X, )nen une suite de v.a.r. de Ly(Q, A, P) indépendantes et de méme loi. On note
E[X;]=p. Ona

1y ps
—E X; 83 1 quand n — oco.
n

i=1

Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires indépendantes, de méme loi, et telles que
E[X?] < 400. On note E[X;] = 1, V[X;] = 0% et X,, = 23" | X;. On a alors

X, —u

5 N(0,1) quand n — oo.

Vvn

5.(a) X = (X1,...,X,) est un vecteur gaussien si toute combinaison linéaire de ses marginales
est une variable aléatoire réelle gaussienne.
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(b) X ~ x?*(n) si il existe n variables aléatoires X1, ..., X, indépendantes de loi normale
centrée réduite telles que X = X7 + ... + X2.

(c) On a
X4Y=X{4+.. +X+Y'+...+Y]
oules X;,2 =1,...,netY;,j=1,...,m suivent des lois normales centrées réduites.
Comme X et Y sont indépendantes, les variables X;,i = 1,...,net Y;,7 =1,...,m

sont indépendantes. On déduit que X + Y suit une loi x*(n + m).

(d) Voir cours.

(e) Il suffit de centrer-réduire le vecteur X = (X3,...,X,,) et d’appliquer le théoréme de
Cochran en considérant le sous-espace engendré par le vecteur (1,...,1).

Exercice 2
1. On a

1 1 Y Y e —m
P = g @@ (3 s e - m)

avec m = (0,0)" et
171 -1
-1 _ =
=3 (4 )

On déduit que (X,Y") est un vecteur gaussien centré et de matrice de variance covariance
4 2
2= (y 3)
2. On déduit que X ~ N(0,4) et Y ~ N(0,2).
3. On a
U\ (—a 1\ (X
X)) \1 0)\Y)"
Donc (U, X)) est un vecteur gaussien centré et de matrice de variance covariance

402 4+2 —4da+2
—4a + 2 4 ’

4. (U, X) étant un vecteur gaussien, on déduit que U et X sont indépendantes si et seulement
si Cov (U, X) = 0, c’est-a-dire si et seulement si a = —1/2.

Exercice 3
1. Il suffit de calculer 'intégrale double

+oo y 1
/ / eXp<_0y)10<x<y dz dy = / / exp(—@y) dx dy = @
RJR 0 0

+oo
fx(z) = 92/ exp(—0y) dy = O exp(—0z), pour = > 0,

X suit donc une loi exponentielle de parameétre 6, d'ou E[X] = 1/6 et V[X] = 1/62. La
seconde marginale vaut

Yy
fy(y) = 92/ exp(—0y) dy = 6°y exp(—0y), pour y > 0.
0

Ainsi f(z,y) # fx(z)fy(y), X et Y ne sont donc pas indépendantes.

2. On obtient
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3. (a)

(b)

On considére le changement de variable

w:D={(z,y) eR*:0<z <y} —A={(u,v) €ER*:u>0,v>0}
((IZ,y)H(ZE‘,y—ZL’)

@ est un C! diffeomorphisme, d’aprés le théoréme de changement de variable, la densité
de (U, V) est donnée par

fow (u,v) = f(o™" (u,0))| det(J -1 )[1a(u, v).

Or
0t A—=D
(u,v) = (u,u +v),
d’ou
10
det(J%T}) = ‘1 1‘ = 1.
On obtient

fov(u,v) = f(u,u+v) =02 exp(—0(u+v))1a(u, v) = 0 exp(—0u) 1,50 0 exp(—0v)1,o.

D’aprés la question précédente, U et V' sont indépendantes. Elles suivent de plus une loi
exponentielle de paramétre 6.

4. Comme

Cov(U,V) =Cov(X,Y — X) =Cov(X,Y) - V[X] =0,

on déduit Cov(X,Y) = V[X] = 1/62. De méme,

V[V] = V[Y — X] = V[Y] + V[X] — 2Cov(X,Y) = el VY] = 2

5. On calcule d’abord la densité conditionnelle, pour x > 0,

fY|X:m<y) = Oexp(—0(y — 2))Lo<z<y,

puis

EY|X =z] = HeXp(Hx)/ yexp(—0y) =z + %

On déduit E[Y|X] = X + § et E[Y] =2/6.

On peut passer par l'intégrale double

P(Y > X?) = / 1oz f(z,y) dAa(z, y)

ou par le conditionnement

P(Y > X2) = /P(Y > XX = 2) fx(z) e
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Exercice 4
1. Il suffit de calculer

/f(x)dmz/j 2\}Edm: 1.

2. 0na , ,
E[Xl]:/ ﬁdxzi[gf’m] :Q.
0 2v0 20 137 1, 3
De méme
E[XZ]—Q—2 et V[X]—ie2
Ys UasT

3. On pose U, = 13" 3X,. On a d’aprés le théoréme central limite

VU, —0) 5 N (o, %92> .

4.Sit<0, Fy,(t)=0ctsit>0 F,(t)=180<t<,

n

Py, () =]]PXi<t) = i]j/otZ—\}de: (g)"”.

i=1

On déduit "
fYn (t) — th/Q—l
5. On a ,
. n n/ . n . n
E[Y,] = 29n/2/0 "2 dt = n+29 et E[Y? = n+492,
d’ou ng?
T
Vi) = (n+4)(n+2)2
6. On a
E((Y, — 0)’] = E[(Y, — E[Y,] + E[Y,] — 0)?]
= (E[Y,] = 0)* + V(Y,,) + 2E((Y,, — E[Y,])(E[Y,] - 0)]
= (E[Y,] —0)> + V(V,)
7. 1l vient
n 2 4nh? 462 4An6?
B[(Ya—0)7] = (n + 26 a ) +(n Y 4)(n+2? (n+ 2)2+(n +4)(n+2)? =0 quand =

On déduit que (Y;,), converge vers 6 en moyenne quadratique.
8. 51t <0, Fy,(t) =0et Fy,(t) =1sit>nb. Si0 <t <nb, alors

+ + n/2
F —1_F ) =1-(1=-= ,
w0 =15 (9= 1) =1 (1-55)
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n/2
t n t
(“@) :e"p(alog(“@))
=exp 2 Y7 0 oy exp 20 quand n — oo.

On a donc lim,, o Fy, (t) = 1 — exp(—t/260). Par conséquent (Z,),en converge en loi vers
une loi exponentielle de paramétre 1/26.

. Soit e < 8. On a

o e TL/2
P(lY,— 0] >e)=1-P@—c<Y,<ec+0)=1— fyn(t)dt:<1—5> _—
0—¢

On déduit que Y,, converge en probabilité vers . Comme la série de terme général u,, est
convergente, on déduit d’apres Borel-Cantelli que Y,, converge presque surement vers 6.
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