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Chapitre 1

Espaces vectoriels et bases

1.1 Espace vectoriel

Définition 1.1 Etant donné un corps K (généralement R ou C), un K espace vectoriel est un
triplet (E,+,.) formé :

— d’un ensemble E dont tous les éléments sont appelés vecteurs ;

— d’une lot d’addition qui est une application

+: ExE —E
(w,0) = (u+tv)

— d’une lot de multiplication par un scalaire

KxFE —F
(A u) — Au

tel que

1. (E,+) est un groupe abélien (associativité, commutativité, existence d’un élément neutre et
d’un opposé) ;

2. V(\,u) € K? et V(u,v) € E* on a :

(Ap)u = Apu)
A+ p)u = Au+ pu
Au+v) = Au+ v
lu=wu

Exemple 1.1 — L’espace R™, pourn > 0;
— L’espace des suites de nombres réels;
— L’espace R[X] des polynomes a coefficients réels ;
— L’espace Fonct(I,R) des fonctions d’un intervalle I de R dans R.

Pour vérifier que ces exemples conviennent, il faut vérifier les 8 axiomes, ce qui n’est pas forcément
difficile mais un peu long. Pour montrer qu’un espace est un espace vectoriel, on préfére souvent
montrer que c¢’est un sous-espace vectoriel.

Définition 1.2 Soit (E,+,.) un espace vectoriel. Un espace vectoriel (F,+',.") est appelé sous-
espace vectoriel de (E,+,.) si :
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6 Espaces vectoriels et bases

1. FCFE;
2. la loi d’addition

+': FxF —F
(u,v) = (u+v)

est la restriction de la loi +.
3. la loi de multiplication par un scalaire :

/i KxF —F
(Nu) = Au

est la restriction de la lot ..

Proposition 1.1 Soit E un espace vectoriel. Un sous-ensemble F' de E définit un sous-espace
vectoriel de E s’il est non-vide et s’il est stable par les restrictions a F' de [’addition et de la
multiplication par un scalaire de E, autrement dit si :

Y(u,v) € F2,¥(\,u) €R?*, Au+puv € F.

Pour simplifier, a partir de maintenant E désignera un espace vectoriel.

Définition 1.3 — FEtant donné des vecteurs uy,...,u, de I, on appelle combinaison li-
néaire a coefficients réels de uq, . .., u, tout vecteur de la forme

p
)\1’&1 + ...+ )\pup = Z )\Zul
i=1

— L’espace des combinaisons linéaires a coefficients réels de uy, . . ., u, sera noté Vect(uy, . .., u,)
et appelé espace engendré par uy, ..., u,.

— Plus généralement, si A est une partie non vide, finie ou infinie de E, Vect(A) est l’ensemble
des combinaisons linéaires d’éléments de A et est appelé espace engendré par A.

Remarque 1.1 1. L’espace engendré par un vecteur u est appelé droite vectorielle engendré
par u et Vect(u) = {u, A € R}.

2. Vect(A) est un sous-espace vectoriel de E. C’est le plus petit sous-espace vectoriel de E
contenant A.

Preuve. Soit F' un sous-espace vectoriel de E contenant A, alors F' contient toutes les combinai-
sons linéaires d’éléments de A, donc contient Vect(A). Vect(A) est donc le plus petit sous-espace
vectoriel de £ contenant A.
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1.2 Bases et dimension

Rappelons que la base canonique de R™ est définie par

1 0 0

0 1 0

0 0 0
€1 = . s €9 = . S e s €n =

0 0 1

Tout vecteur de R" s’exprime de fagon unique comme combinaison linéaire de cette base. Cette

propriété a un double avantage : d’une part, on peut exprimer n’importe quel vecteur en fonction

de ces n vecteurs particuliers. D’autre part, on peut comparer du premier coup d’oeil deux vecteurs

u et v de R™ : comme chacun d’eux s’écrit de facon unique comme combinaison linéaire de la base
. . _ n _ n

canonique : u =y || U€;, U=y | V;€;, Ol &

U= v <= u; = v;Vi.

C’est pour permettre de calculer dans les espaces vectoriels que nous allons définir en toute géné-
ralité la notion de base.

Définition 1.4 1. Une famille (uy,...,u,) de vecteurs de E telle que Vect(us,...,u,) = E
est appelée famille génératrice de E. Dit autrement, (uy, ..., u,) est une famille génératrice
de I si tout vecteur v de E s’écrit comme une combinaison linéaire des vecteurs de cette
famille (Vv € E,3(A\y,...,\,) €ERP o =37 Nu,.)

2. On dit que E est un espace de dimension finie s’il existe une famille génératrice finie
d’éléments de E.

On peut alors vérifier que si E est de dimension finie et non réduit & {0} alors il existe uy, ..., u,
dans E tels que Vect(uy,...,u,) = E.

Définition 1.5 On dit qu’une famille (u1,...,u,) de vecteurs de E est une famille libre de E

si tout vecteur de Vect(uy,...,u,) s’exprime de maniére unique comme combinaison linaire de
U, ..., U,. On dit que la famille est liée dans le cas contraire.
Si la famille (uq,...,u,) est libre, on dit aussi que les vecteurs uy, ..., u, sont linéairement indé-

pendants. Si elle est liée, on dit que les vecteurs sont linéairement dépendants.

Proposition 1.2 1. La famille (uy, ..., u,) est libre si et seulement si
(V()\l,...,)\p) ERPI)\1U1+...+)\pUp:0) <:>)\1:I)\p:0
2. La famille (uq, ..., u,) est liée si et seulement si

p
It A) # (0,...,0) 0 ) My =0,
=1

3. Sila famille (uq, . . ., u,) estliée, alors au moins l'un de ses éléments est combinaison linéaire
des autres (<= det(uy,...,u,) =0).
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Nous sommes maintenant en mesure de définir la notion de base dans un espace vectoriel.

Définition 1.6 On dit qu’une famille B = (uy,...,u,) est une base d’un espace vectoriel E si
c’est une famille libre et génératrice de E. C’est-a-dire, si tout vecteur de E s’écrit de maniére
unique comme combinaison linéaire des vecteurs de la base B, i.e.,

Voe E,Al(A,... ) € KP tqv=Auy + ...+ \u,.

Théoréme 1.1 Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Toute famille libre C = (u, . .., u,)
de vecteurs de E peut étre complétée en une base B = (uy, ..., Up, Upt1, ..., Uy,) de E.

Théoréme 1.2 (et définition) Dans un espace vectoriel de dimension finie, toutes les bases ont
le méme nombre d’éléments. Ce nombre est appelé dimension de [’espace vectoriel E et est noté

dim(E).
Corollaire 1.1 Dans un espace vectoriel de dimension n :

1. Toute famille libre (uq, ..., u,) de n vecteurs de E est une base.

2. Toute famille génératrice (uy,...,u,) de n vecteurs de E est une base.

Corollaire 1.2 (Cas de R™) Une famille (uq, ..., u,) de vecteurs de R™ est une base de R™ si et
seulement si det(uy, ..., u,) # 0.

Proposition 1.3 (Dimension d’un sous-espace) 1. Un sous-espace F' d’un espace vecto-
riel E de dimension finie est de dimension finie.

2. On a alors dim(F) < dim(E).
3. Si dim(F) =dim(E), ona FF =EFE.

On peut construire une infinité de bases d’'un méme espace vectoriel E. Suivant le probléme
auquel nous sommes confrontés, certaines bases se préteront mieux a sa résolution. Il est donc
non seulement important de savoir gérer les changements de bases mais aussi de trouver des bases
“pertinentes” suivant le probléme considéré.



Chapitre 2

Applications linéaires

2.1 Définitions

Définition 2.1 Soient E et F' deux espaces vectoriels sur R. On appelle application linéaire de E
dans F' la donnée d’une application f: E — F telle que :

Y(u,v) € B*: f(u+wv) = f(u) + f(v),
Vu € EVA € R f(Au) = Af(u).

Remarque 2.1 1. f(0)=0: f(u) = f(u+0) = f(u)+ f(0).
2. f()\1u1 + ...+ )\pup) = )\1']‘.(’&1) + ..+ )\pf(up)

Proposition 2.1 La composée de deux applications linéaires est une application linéaire.

Preuve. Soit f: E — F et g: ' — G deux applications linéaires, v et v deux vecteurs de E et
A un réel.

(o f)u+v)=g(f(utv)=g(f(u)+ f(v)) = g(f(u)) + g(f(v)) = (g © f)(u) + (g © f)(v).
(g0 f)(Au) = g(f(Au)) = g(Af(u)) = Ag(f(w)) = Mg o f)(u).
|

Définition 2.2 Soit f : E — F et g : E — F deux applications linéaires. On définit la somme
f+g:E— F en posant :

(f +9)(u) = f(u) + g(u).
On définit aussi le produit \f d’une application linéaire par un scalaire en posant :

(AS)(w) = Af(u).

Proposition 2.2 1. La somme de deux applications linéaires est linéaire.

2. Le produit d’une application linéaire par un scalaire est une application linéaire.

Preuve.
(f+9)ut+v) = flut+v)+g(utv)=f(u)+ f(v)+g)+g(v)=(f+9)(uw)+ ([ +9)(v)
(f +9)(Au) = f(Au) + g(Au) = Af(u) + Ag(u) = A(f + g)(u).

MASS-Algebre Laurent Rouviere



10 Applications linéaires
|

Corollaire 2.1 (et définition) Soient E et F deux espaces vectoriels. L’ensemble L(E, F) des
applications linéaires de & dans F' a une structure d’espace vectoriel pour les opérations de somme
et produit par un scalaire définies ci-dessus.

Exemple 2.1 1. Pour tout vecteur t, on définit la translation f; de vecteur t par

ft:E—)E
ur—u-+t

La translation n’est pas une application linéaire :
filu+v)=u+v+t# (u+t)+ (v+1t) = filu) + fi(v).
2. Pour tout réel a, on définit I’homothétie de rapport a par

he :E — FE

U= au

L’homothétie est une application linéaire.

3. La projection p : R? — R? parallelement & une droite vectorielle F' sur une droite vectorielle
G est une application linéaire.

4. La symétrie s dans R? par rapport a une droite vectorielle G parallélement a une droite
vectorielle F' est une application linéaire.

5. Espaces de fonctions : Considérons l’espace E = C*°(R,R) :
— L’application D : E — E définie par D(f) = f" qui dérive les fonctions est linéaire.
— Soit a et b deux réels. L’application

est linéaire.

Définition 2.3 Soient E et F' deux espaces vectoriels et f : E — F une application linéaire. On
appelle noyau de f et on note ker(f) l’ensemble des vecteurs de E dont l'image est le vecteur nul
de F', autrement dit :

ker(f) ={ue E: f(u) = 0}.

Proposition 2.3 Le noyau d’une application linéaire f : E — F est un sous-espace vectoriel de

E.

Preuve. Soit u et v dans ker(f) et (A, p) € R% On a

fQAu+ pv) =Af(u) +pf(v) =0+0=0.



2.2 Matrices et applications linéaires 11

On rappelle qu'une application f est injective si
47 = f(z) £ ().

Dans les démonstrations, il est souvent plus simple de montrer la contraposée :
flx)=f(a) =z =1

Grace au noyau, on dispose maintenant d’un critére beaucoup plus simple pour montrer quune
application est injective.

Proposition 2.4 (Critére d’injectivité) Soit f : E — F une application linéaire. On a :
f injective <= ker(f) ={0}.

Preuve. Supposons f injective. On sait que f(0) = 0 (car f est une application linéaire) donc
0 € ker(f). Soit u # 0, f étant injective f(u) # f(0) = 0, aucun autre élément de E ne peut avoir
pour image 0, donc ker(f) = {0}.

Réciproquement, soit u et v deux vecteurs de E ayant la méme image (f(u) = f(v)), on a alors :
flu—v)=0<= (u—0) € ker(f) <= u=n.
|

Définition 2.4 Soit E et F' deux espaces vectoriels et f une application linéaire. On appelle image
de f et on note Im(f) l’ensemble des vecteurs de F' image d’au moins un vecteur de E, autrement
dit :

Im(f)={v e F:3uek tel que f(u) = v}.

On définit alors le rang de 'application linéaire f comme étant égal a la dimension de Im(f).

Théoréme 2.1 (Théoréme du rang) Soit E un espace vectoriel de dimension finie, F' un es-
pace vectoriel et f : E — F une application linéaire. Alors ker(f) et Im(f) sont des espaces
vectoriels de dimension finie et :

dim(Im(f)) + dim(ker(f)) = dim(E).

Nous avons introduit les bases afin de pouvoir faire des calculs dans les espaces vectoriels de
dimension finie. Maintenant que nous avons défini les applications linéaires et présenté quelques-
unes de leurs propriétés, nous allons introduire les matrices pour pouvoir faire des calculs sur les
applications linéaires.

2.2 Matrices et applications linéaires

Soit E un espace vectoriel de dimension finie p > 1, F' un espace vectoriel de dimension finie n > 1
et f: E — F une application linéaire. On considére Bg une base de F et Br une base de F :

BE:(el,...,ep)

BF:(El,...,En)
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Question : Que nous faut-il connaitre pour déterminer f de maniére "parfaite" ?

Connaitre f revient a connaitre I'image de tout vecteur w de E par f. Soit w quelconque fixé dans
E, w sécrit w = ajey + ...+ aye, dans Bg. f(w) est un vecteur de F, cherchons ses coordonnées
dans Br. Comme f est une application linéaire, on a

flw) =aif(er) + ... +apf(ep).
f(er) € F, f(e1) peut donc se décomposer dans la base Bp :

fler) = buer+...4+buey,

f(ep) = b1p€1 + ...+ anEn.

11 vient donc

fw) =a1f(er) +...+a,f(ep)
:(a1b11 + a2b12 + ...+ apblp)sl + ...+ (albnl + a2bn2 + ...+ apbnp)en.

Les coordonnées de f(w) dans Br peuvent se réécrire comme un produit matriciel

b11 e e blp ay

bnl bnp ap

Pour identifier une application linéaire f en connaissant la base de départ et la base d’arrivée, il

suffit de connaitre fle1) f(ep)
b11 e e blp €1
MBE7BF (f) =
N en

Cette matrice est appelée matrice de 1’application linéaire f par rapport aux bases By et

Br.

Conclusion
— Pour connaitre une application linéaire f : E — F', il faut se donner une base (ey,...,e,)
de 'espace de départ, une base €1, ...,¢, de 'espace d’arrivé, f est alors entierement dé-

terminée par la matrice Mg, 5,.(f).

— Réciproquement, toute matrice de dimension dim(F') x dim(E) définit une application li-
néaire de F dans F.

— Suivant les bases que 'on considére, une application linéaire peut avoir plusieurs repré-
sentations matricielles. C’est pourquoi il faut toujours préciser les bases dans lesquelles les
calculs sont menés.
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Exemple 2.2 Si Bp = (ey, es,¢3) est la base canonique de R3 et B = (£1,¢2) celle de R

1. La matrice de l'application id : R® — R3 par rapport & la base canonique est :

MBE,BE =

OO =
O = O
—_ o O

2. L’application linéaire f : R® — R? définie par :
fler) =3e1 —4des,  f(e2) =21+ 322, flez) =1+ &2

a pour matrice :
3 21
MBEﬁF(f) = < -4 3 1 ) :

Si maintenant Bg = (ea, €1, e3) et Bp = (g9,¢1), alors
3 —4 1
MBEﬁF(f) = ( 2 3 1 ) :

2.2.1 DMatrice de la somme

Proposition 2.5 (Somme de matrices) Soit E et F' deux espaces vectoriels. On considére By
et Br deux bases de E et F. Soit fi et fo deux applications linéaires de E dans F'. Alors

1. La matrice de f; + fo par rapport aux bases Br et Br est :

MBE,BF<f1 + f2) = MBE,BF(fl) + MBE,BF<f2)'

2. La matrice de \f par rapport auzr bases By et Br est :

MBEyBF(Af) = )\MBE,BF(f)'

2.2.2 Matrice de la composée

Exemple 2.3 Soit (e1,eq,€3) et (1,e2) les bases canoniques de R® et R% On considére deux
applications linéaires f et g dont les matrices par rapport aux bases canoniques sont

125
! Mf:(4 3 1)'

1. Donner les espaces de départ et d’arrivée de f et g.

2
M= 3
1

W =

2. Soit h lapplication composée h = go f. Quels sont les espaces de départ et d’arrivée de h ?

3. Montrer que la représentation matricielle de h dans la base canonique est MyMy.

1. f:R3 = R? g:R? = R3.
2. h:R3— R3,
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3. Il suffit de calculer h(e;),i =1,2,3.

he1) =g(f(e1)) = g(e1 + 4e2) = g(e1) + 4g(e2) = 2e1 + 3ea + e3 + 4(eq + degy + 3e3)
:661 + 1962 + 1363

h(eg) = 761 -+ 1862 -+ 1163, h(eg) = 1]_61 -+ ]_962 + 863.
On en déduit

6 7 11
M,=1 19 18 19
13 11 8

Il suffit de vérifier que My = MyMjy.

Cas général On considére trois espaces vectoriels de dimensions finies :

— FE de dimension m avec une base Br = (€1, ..., €,),
— F de dimension n avec une base Br = (£1,...,&,),
— G de dimension p avec une base Bg = (1, ...,1,)

Soit f: E — F et g: F — G deux applications linéaires.

Proposition 2.6 (Matrice de la composée) La matrice de l'application linéaire h = go f par
rapport aur bases By et Bg est donnée par :

Mg, 5. (h) = Mg, 5. (9) Mg, 5, (f)-

Corollaire 2.2 Soit f une application linéaire inversible de E dans E. On note f=' son applica-
tion inverse, i.e., f 1 E— FE et fof'=f"tof=idg, alors

MBE78E<f_1) = Ml?;,l?;;(f)

2.3 Exemples dans R?

2.3.1 Matrice d’une projection

Soit p : R? — R? la projection sur une droite vectorielle G' parallélement & une droite vectorielle
F (voir Figure 77). On note :
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— B = (v1,v7) une base de R? avec v; € G et vy € F;
— wu un vecteur de R? de coordonnées (x,y) dans B;
— ¢(u) 'image de u par la projection sur F' parallélement a G.

On a alors :
1. p(u) € G et u—p(u) = q(u) est dans F.
2. p+q=id

3. La matrice de p par rapport a B est

Mps(p) = < é 8 )

FIGURE 2.1 — Projection sur GG parallélement a F.

On remarque que Mp p(p) = Mp s(p)Mps(p).

Définition 2.5 Soit E un espace vectoriel. On appelle projecteur de E toute application linéaire
p: E — E telle que p=pop. On dit que p est la projection sur Im(p) parallélement a ker(p).

2.3.2 Matrice d’une symétrie

On peut définir la symétrie s dans R? par rapport & une droite vectorielle G parallélement & une
droite vectorielle F' par (voir Figure 77) :

s:R? —» R?
u = plu) —q(u)

ol
— p(u) est la projection sur G parallélement a F';
— ¢(u) est la projection sur F' parallélement a G.

Proposition 2.7 Soit B = (vy,vs) une base de R* avec vy € G et vy € F. La symétrie par rapport
a G et parallelement par a F est :
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On a de plus

F
q(u) u
(%) _ G
Z?1 p(u)
iy s(u)

FIGURE 2.2 — Symétrie par rapport a GG parallélement a F.

Preuve. Soit u un vecteur de R?. notons (x ses coordonnées dans B. On a :
) )

s(u) = p(u) — q(u) = p(avy + yv2) — q(zv1 + YV2)
= xp(v1) +yp(v2) — 2q(v1) — yq(v2) = xp(v1) — Yq(v2) = TV — YU].

Pour déterminer Mp g(s), il suffit de calculer s(v;) et s(vq) :

s(vr) = p(v1) —q(v1) =v1,  s(v2) = p(v2) — q(v2) = —va.

2.3.3 Matrice d’une rotation

Soit 6 € [0, 27], (e, e2) la base canonique de R?. La matrice de la rotation d’angle  dans la base
canonique est (voir Figure ?77?) :

M(rg) ( cosf) —sinf ) .

sinf cos@
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FIGURE 2.3 — Rotation d'angle 6.

2.4 Changement de base

2.4.1 Pour un vecteur

17

Exemple 2.4 (simple) On se place dans R* muni de sa base canonique B = (e, e3), et on note
B = (fi, f) une autre base de R* telle que fi = 3e; + ey et fo = bey + 2ey. Soit u un vecteur de

coordonnées (x,y) dans B, cherchons les coordonnées de w dans B'. On a :

fi=3e1+ e e1=2f1— fo
<
{ fo = 5e1 + 2ey ex = —5f1 + 3 fo.

Il vient

u=zey +yey = x(2f1 — f2) +y(=5f1 +3f2) = (22 = 5y) f1 + (=2 + 3y) f

ou encore on obtient les coordonnées de u dans B’ par
2 =5\ (=x
-1 3 y)
2 =5
-1 3

est la matrice de Uapplication identité par rapport auz bases B et B Mg g (id).

On remarquera que la matrice
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Cas général Soit u un vecteur de E déterminé dans la base B = (e, .. ., e,) par ses coordonnées
(connues)
U=a1e1 + ...+ a,€,.

Etant donné une nouvelle base B’ = (f1, ..., f,), nous souhaitons trouver les nouvelles coordonnées
de u dans B’, dit autrement, nous cherchons by, ..., b, tels que

Pour exprimer u dans B, il suffit d’exprimer chaque élément de la base B dans B’. B’ étant une
base de E, on a :
(ei=pufi+...+pufn

L €n :plnfl + ... +pnnfna
d’ou
(b1 =puag + ...+ pinay

L bn = Pn1a1 4+ ... +pnnan

On utilise généralement une écriture matricielle. Soit

€1 €n
pll I Ut f1 aq bl
MpplGd) =1~~~ | uw=| |, uw=]| |,
nl -+ -+ DPnn fn Ay bn

alors up = Mg g (id)ug.

Proposition 2.8 Soit E un espace vectoriel de dimension finie muni de deux bases By et Bs.
Etant donné u un vecteur de E, on note ug, (resp ug,) le vecteur des coordonnées de u dans B
(resp Bz). On a alors :

up, = MBz,Bl(id)uBzv Uy = M31732(id)ul31'
La matrice Mp, p,(id) a pour colonnes les vecteurs de la base By exprimés dans la base Bs.

Proposition 2.9 Les matrices Mg, 5,(id) et Mg, g, (id) sont inverses l'une de lautre, i.e.,
M31,52(id)MBg,Bl(id) = id.

Exemple 2.5 (important) Soit By = (b, bs, bs), Ba = (f1, f2, f3) avec

by =e1 + e f1 = 3e1 + 2e3 + 2e;
by =e1 —2e3 + €3 fa=—3es—e3
bg = 262 + e3 f3 = 261 — 362

Déterminer les matrices Mg, p,(id) et Mg, g, (id).
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On a
11 0 3.0 2
MBl,can<id) = 1 -2 2 ) MBQ,can<id) = 2 -3 -3
0 1 1 2 -1 0

Grace au diagramme 77,

ida Mcan,Bl<id)

(R%,can) —— = (R?B))

y id, Mpy s, (id)
Mean 3, (id)
(R?, By)

FIGURE 2.4 — Changement de bases

on obtient

Mcan,Bg(id) - MBl,Bg(id)Mcan,Bl(id) <~ MBl,Bg(id) = Mcan,Bg(id)MBl,can(id)-

On a donc
30 2\ '/1 1 0 5 7 9
Mp, g, (id) = | 2 =3 =3 1 =2 2 | = 10 =15 =5
2 -1 0 0 1 1 -7 11 3
et
2 —02 1
Mp, s, (id) = Mg, g,(id)y ' = 1 02 1
1 —-1.2 -1

2.4.2 Pour une matrice (ou une application linéaire)

Un exemple Dans R? muni de la base canonique (ej,e;), posons u = (3,1) et v = (5,2). Les
vecteurs u et v forment une base B de R% Considérons alors l'application linéaire de R? dans
lui-méme définie par :

flu) =2u,  f(v) =—v.

Par rapport a la base B, f a pour matrice une matrice diagonale :

Mpi(f) = <§ _01)

Déterminons maintenant la matrice de f par rapport a la base canonique. Il est facile de voir que :
e1 = 2u — v et e = 3v — Su. On en déduit :

fler) =2f(u) — f(v) = du+v = 17e; + Geg
{ fles) =3f(v) —5f(u) = —3v — 10u = —45e; — 16e,.
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La matrice de f par rapport a la base canonique est donc :

17 —45
Mcan,can(f) - ( 6 —16 ) .

Il est évident que la base B est mieux adaptée aux calculs sur 'application f. Montrons le sur
deux exemples :

1. La matrice de f° dans la base B est facile a calculer :
2° 0
5\ _
MB,B(f ) - < 0 (_1)5 ) :
2. La matrice de f~! dans la base B est :

st = (%5 2,)

Cas général On considére deux espaces vectoriels de dimension finie F et F', deux bases B et 5/

de E, deux bases C et C' de F' et une application linéaire f : £ — F. Le diagramme commutatif
7?

, M,
(5.5) [y Mpe(f) . (F.O)
A
idE,MB/,B(idE) idF7MC’,C<idF)_1
Y
(E,B) > (F.C)
fs Mg e (f)

FIGURE 2.5 — Changement de bases pour les applications linéaires : cas général.

donne la formule de changement de base pour I'application f :

Mg/ (f) = Mer¢(idp) ™ Mg e(f)Mp 5(idg).

Cas particulier : deux bases. Il arrive souvent que ’on considére des applications linéaires de
E dans E. Dans ce cas, on connait la représentation matricielle de f par rapport a une base B et
on souhaite obtenir la représentation de f par rapport a une nouvelle base B’. Dans ce cas 14, le
diagramme commutatif 77 :



2.4 Changement de base 21

M
(£.5) fs Mps(f) - (E.B)
A
id, My 5(idg) idp, Mp p(idp) ™
y
(B, B - (E.B)
fs Mg s (f)

FIGURE 2.6 — Cas particulier : F = FE.

donne

Mp s (f) = MB’,B(idE)flMB,B(f)MB/,B(idE).

Corollaire 2.3 (Cas de R™) Soit f une application linéaire de R™ dans R™. Soit B et B deux
bases de R".

— det(Mpg(f)) = detp p(f) = det(f) (le déterminant de la matrice associée a f ne dépend
pas de la base choisie). Ce déterminant est appelé déterminant de l'application linéaire f.
— [ est inversible si et seulement si det(f) # 0 (dans ce cas, f est bijective).

Application Les changements de base pour les applications linéaires peuvent étre utilisés pour
calculer les puissances ou les inverses de matrice :

Mps(f) = Mp 5(idg) Mg 5 (f) Mg s(idg) ™

= Mps(f)" = Mp 5(ide)Mp 5 (f)"Mp 5(idp) "

Cette formule reste encore valable pour tout n € Z quand f est inversible :
Mpp(f)~" = Mp p(idg) Mp 5 ()~ Mp p(idg) .

Exemple 2.6 Appliquons les résultats précédents pour retrouver le changement de base de l’exemple

du début de cette partie. On connait Mg g(f) et on cherche Meap can(f). On déduit du diagramme
29
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M,
(RQ, B) f7 B,B(.f) - (R{ B)
A
id, Mean5(id) id, Mean,p(id) ™"
y
(R?, can) > (R? can)

fa Mcamcan(f)

FIGURE 2.7 — Un exemple dans R?.

Mcan,can(f) = Mcan,8<id)71MB,B<f>McamB(id)'
My canid) = < ’ ) — Mean s(id) = ( 0 ) = ( Y ) .

Mcan,canm:(f 2)(3 _01)<_21 _35):<167 j‘g)-

Vocabulaire Soit F un espace vectoriel muni de deux bases B et B'. Les matrices Mp 5 (idg) et
Mp g(idg) sont appelées matrices de passage. Les lettres P et () sont souvent utilisées pour noter
ces matrices.

On a

D’ou

ATTENTION : étant donné un vecteur v dans £, la matrice Mp s (id) permet de calculer les
coordonnées de u dans B’ sachant ses coordonnées dans B :

up = M&g(id)ulg.
L’usage est cependant d’appeler cette matrice Mg g (id) matrice de passage de la base B' a B.

Rappel : La matrice Mp s (id) a pour colonnes les vecteurs de la base B exprimés dans la base 3/

et la matrice Mp p(id) a pour colonnes les vecteurs de la base B’ exprimés dans la base B :

! !
€1 €n 61 en

e} P N 31

Mlg’lg/(id) = : ) MB’,B(id) =

n

Définition 2.6
— 2 matrices Ay et Ay sont semblables s’il existe une matrice carré P inversible telle que

A1 = PilAQP.



2.4 Changement de base 23

— De maniére équivalente, A, et Ay sont semblables s’il existe une application linéaire f :
E — FE et des bases By et By de E telles que :

Ay = Mg, 5,(f), Ay = Mp, 5, (f).

La recherche d’une base bien adaptée au probléme qu’on étudie est un théme important de I'algébre
linéaire. Si les calculs sont effectués dans une base mal adaptée au probléme, ils peuvent rapidement
devenir complexes. Il est donc nécessaire de développer des algorithmes permettant de se placer
dans des bases ou les calculs sont “simples”.






Chapitre 3

Réduction d’endomorphisme

Nous avons vu dans le chapitre précédent que pour certaines applications linéaires, il est possible de
trouver des bases dans lesquelles les représentations matricielles de ces applications soient simples.
Par exemple, pour u = (3,1) et v = (5,2), Papplication linéaire de R? dans R? définie par :

f(u) =2u,  fv)=—v

a pour représentation matricielle dans la base canonique :

17 —45
Mcan,can(f) = <6 —16) ’

alors que dans la base B = (u,v), f est représentée par une matrice diagonale :

Mps(f) = (g _01) :

Probléme : Comment trouver des bases dans lesquelles les représentations matricielle des endo-
morphismes (applications linéaires de E dans E) sont diagonales?

3.1 Valeurs propres et espaces propres
Soit F un espace vectoriel de dimension finie et f un endormorphisme de E. On cherche une base B

de E telle que la matrice Mp g(f) soit diagonale. Si B = (vy, ..., v,), cela signifie que f(v;) = Aoy
ou encore (f — Al)(v;) = 0, v; est donc un vecteur non nul de ker(f — A\I) et f — Al n’est pas

injective.
3 =2 —1 2
=) G 0

On a Au = (=5,—1) # Au et Av = (4,2) = 2v. Existe-t-il d’autres vecteurs w tels que Aw soit
colinéaire a w ?¢

Exemple 3.1 Soit

Définition 3.1 1. Un vecteur propre d’une matrice A est un vecteur non nul tel que :
Av = Xv pour un scalaire X ;

2. Un scalaire A est appelé valeur propre d’une matrice A lorsqu’il existe un vecteur v non
nul tel que Av = \v.

MASS-Algebre Laurent Rouviere
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Proposition 3.1 Soit f un endomorphisme de E, A (resp. A’) la représentation matricielle de
f dans une base B (resp. B'). Alors A et A" possédent les mémes valeurs propres et les mémes
vecteurs propres. Ces valeurs propres (resp. vecteurs propres) sont appelées valeurs propres (resp.
vecteurs propres) de l'application linéaire f.

Preuve. Soit v un vecteur propre de la matrice A associé a la valeur propre A. On note vp (resp.
vpr) le vecteur des coordonnées de V' dans B (resp B'). Soit P la matrice de passage de B a B’ :
P = Mg 5(f). Il suffit de montrer A'vy = Avgr.

[ A
(E.B) = (E.B)
A
id,P id,P_l
y
(E,B) = (E,B)
fA

FIGURE 3.1 — Matrice de passage.

On a A’ = P~'AP voir Figure ?? et aussi vg = Pvg. Donc
A/UB/ = PflAppilvlg = PilAUB = )\Pilvlg = )\UB/.
|

Il est facile de savoir si un vecteur v est vecteur propre d’une matrice (il suffit de faire le calcul).
Il est en revanche plus compliqué de savoir si un scalaire est une valeur propre. La proposition
suivante nous donne un moyen de pallier a cette difficulté.

Proposition 3.2 Un scalaire A est une valeur propre de A si et seulement si [’équation vectorielle
(A — M )u =0 admet un vecteur non nul comme solution.

Théoréme 3.1 Un scalaire \ est une valeur propre de A si et seulement si det(A — XI) = 0. Le
polynome en X\, det(A — \I) est appelé polynéme caractéristique de A (ou de Uapplication linéaire
f associée a A).

Ce théoréme nous permet de déterminer les valeur propres d'un endomorphisme f, il suffit pour
cela de connaitre sa représentation matricielle A par rapport a une base quelconque. Les valeurs
propres de f sont alors les solutions de ’équation det(A — AI) = 0.

Exemple 3.2 Soit f un endomorphisme de R? dont la représentation matricielle dans la base

canonique est
2 3
PCEAY

Pour trouver les valeurs propres de A on résout :

‘2—)\ 3

_ 2 _ — — —
3 _6_)\'—0<:>)\ F+4AN =21 =0 A=3 ou \ 7.
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Définition 3.2 (sous-espace propre associé a A) Si un scalaire \ est une valeur propre de
A, le noyau ker(A — M) est appelé sous-espace propre de A associé a la valeur propre . Dit
autrement, le sous-espace propre associé a la valeur propre X\ est formé par les vecteurs v de E tels
que f(v) = v (f étant Uapplication linéaire associée a la matrice A).

Exemple 3.3 Déterminons les sous-espaces propres associés aux deux valeurs propres de l’'ezemple
précédent.

Le sous-espace propre Ey, associé a la valeur propre \y = 3 est par définition le sous espace
ker(f —3I) :
Ey, =ker(f —3I) ={u=(x,y)" : Au=3u}.

On résout le systeme suivant pour décrire déterminer Ey, :

2v + 3y = 3x —r+3y=20 .
{3x—6y:3y {3x—9y:0 =3y

Par suite

E;)\1 _ {u _ ($’y)/ c RQ Cp = 3y} — {y (i)) RS R} = Vect(361 + 62).

Par un raisonnement analogue, on trouve :
E\, = Vect(—3e; + e3).

On peut vérifier que dans la base B = (—3e1 + e3,3e1 + e3), [ a pour représentation matricielle
3 0
MB,B(f) - (0 _7) :

3.2 Diagonalisation

3.2.1 Condition suffisante

Proposition 3.3 Soit A une matrice carrée d’ordre n. Si le polynome caractéristique de A admet
n racines distinctes 2 a 2 alors A est diagonalisable.

Preuve. Soit \i,...,\, les n racines distinctes du polynome caractéristiques et vq,...,v, les
n vecteurs propres associés a ces valeurs propres. Il suffit de montrer que B = (vy,...,v,) est
une base de E. Montrons par récurrence sur k que (vy,...,v;) est une famille libre de E. C’est
clairement vrai pour £ = 1. Supposons que ce soit vrai pour un entier k, 1 < k < n et montrons
que (v, ...,Uvgs1) est une famille libre de E. Soit oy, ..., a1 tels que :

aqvy + ..o+ vk = 0, (3.1)

on a, en prenant 'image par f :
a1\ U1+ .+ a1 Mg V1 = 0. (3.2)
La combinaison (?7) — A\g+1(?7) s’écrit :
ar(N = Agp)vr + -+ (A — Agpr)vg = 0.

Par hypothése de récurrence, chacun des coefficients de cette combinaison linéaire est nul et comme
les A\x sont deux & deux distincts, cela implique a1 = ... a; = 0, ce qui reporté dans (?7), donne
agy1 = 0. Par conséquent B est une famille libre de n éléments de E, c’est donc une base de E.
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En pratique. Pour diagonaliser f : £ — E dont le polynéme caractéristique de la matrice
carrée A = Mpp(f) admet n racines distinctes, il faut :

1. Calculer le polynéme caractéristique en A det(A — A\I);

2. Trouver les n racines de ce polyndéme A\, ..., A\, ;

3. Déterminer un vecteur v; qui engendre 'espace propre Ej, ;
4

. L’ensemble des vecteurs v; forment une base B’ = (vq,...,v,) de E et la matrice de f dans
cette base est

A0 ... 0
D - MB’,B’(JC) e

: .0

0 ... 0 X,

Question : si les n valeurs propres du polynome caractéristique ne sont pas distinctes, peut-on
diagonaliser A7

3.2.2 Condition nécessaire et suffisante

Définition 3.3 Soit \; une racine d’un polynéme P(X). L’ordre de multiplicité de la racine A\
est égal au plus grand entier r tel qu’il existe un polynome Q(N) tel que P(A) = (A — A\1)"Q(N).
Exemple 3.4 1. P(x) =2+ 2x+ 1= (z+1)?, -1 est racine d’ordre 2.

2. P(z) =2 +2° —2x+12 = (x — 2)*(z + 3), 2 est racine d’ordre 2, -3 est racine d’ordre 1.

Théoréme 3.2 Soit A une matrice n X n admettant p valeurs propres distinctes.

1. Pour 1 < k < p, la dimension de l’espace propre associé a N\, est inférieure ou égale @
l'ordre de multiplicité de la valeur propre Ag.

2. La matrice A est diagonalisable si et seulement si la somme des dimensions des sous-espaces
propres est égale a n.

Corollaire 3.1 Une matrice A est diagonalisable si et seulement si la dimension des espaces
propres associ€s a chaque valeur propre Ay est égal a l'ordre de multiplicité de \y.

Exemple 3.5 Considérons l'application linéaire f : R® — R? définie dans la base canonique de
R3 par la matrice :

0 1 -1
A=1-1 2 -1
-1 1 0
Le polynéme caractéristique de A est :
-2 1 —1
—1 2—X —1|=-2A-12
—1 1 —A

L’espace propre Ey associé a la valeur propre 0 est défini par {v : A(v) = 0}, il faut donc résoudre
le systéme :

y—z=0 T=1

—r4+2y—2=0 <= y=y

—x+y=0 z2=1
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Donc
1

Eo=<cy|1] :yeR )= Vect(e; + es + e3).
1

L’espace propre Ey associé a la valeur propre 1 est défini par {v : A(v) = v}, il faut donc résoudre
le systeme :

y—z==x

—r+2y—z2=y <= —cr+y—z2=0.

—r+y==z
L’espace propre Ey est de dimension 2, la matrice A est donc diagonalisable. Il reste a trouver une
base de Ey, par exemple vo = (1,3,2) et v3 = (1,2,1) (on peut en choisir d’autres). La matrice de
f par rapport a la base B = (v, vy, v3) est donc :

D = Mpp(f) =

O OO
o = O
_ o O

On peut vérifier que A= PDP~Y, D = P7YAP ou P est la matrice de passage de la base canonique
a la base B :

P = MB,can<id) -

— =
N O
[ NG

Exemple 3.6 Considérons maintenant 'application linéaire f : R® — R3 définie dans la base
canonique de R? par la matrice :

1 2 -3
A=1|2 5 -7
1 3 -4

Le polynéme caractéristique de A est encore —\(\—1)%. L’espace propre associé a la valeur propre
1 est défini par les équations :

— — -1
r+2y—3z==x 2 — 32 =0 T =3y
20 +0y—Tz=y <~ 9% 4 Ay — To — 0 < y=y
T+3y—4z==z2 Y - —%y

Par conséquent Ey = Vect(el + 3es + 2e3) est de dimension 1. La dimension de Ey n'est pas égale
a l'ordre de multiplicité de la valeur propre 1 donc A n’est pas diagonalisable.

3.3 Triangularisation
Question : Que faire quand on ne peut diagonaliser un endomorphisme f?

Une réduction qui parait intéressante est la réduction d’'une matrice a la forme triangulaire. On a
le résultat suivant.

Proposition 3.4 Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et f : E — F un endomor-
phisme de E. Si toutes les racines du polynéme caractéristique sont dans K, alors f est triangu-
larisable.
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Corollaire 3.2 5i K = C, tout endomorphisme de E est triangularisable

En pratique pour triangulariser un endomorphisme on procéde de la maniére suivante :
1. On calcule le polyndéme caractéristique de f ;

2. On cherche les racines de ce polynome, i.e., les valeurs propres de f. Si toutes les racines
sont dans K on peut triangulariser.

. On recherche les espaces propres associés a chaque valeur propre.

3

4. On compléte les vecteurs propres en une base de E.

5. On détermine la matrice de f par rapport a cette base.
6

. On recommence la méthode sur la matrice d’ordre inférieur.

Exemple 3.7 Triangulariser la matrice

0
—1
4

A= Mcan,can(f) =

o O N
N = =

Les valeurs propres sont A\ = 3 d’ordre 1 et Ay = 2 d’ordre 2. Les espaces propres sont

1 1
Ey,, =Vect| 1 |, E,, = Vect | 0
—2 0

E,, est de dimension 1 donc A n’est pas diagonalisable. Néanmoins comme toutes les valeurs

propres sont dans R, elle est triangularisable dans R. On pose u; = e; + eg — 2e3, us = ey et on

compléte la famille (uy, us) en une base de R® en prenant us = es. Soit P la matrice de passage de
la base canonique a B = (uq,ug, u3) :

1

P = MB,can(id) = 1

o O
—_ O O

—2

La matrice D = Mp(f) est triangulaire. Pour la calculer, il suffit de déterminer les coordonnées
de f(us) = f(es) = —eq + 4es dans B, c’est a dire

0 -1
Ptl—-2]=1(1
4 2

On a donc trouver une base B par rapport a laquelle la matrice D associée a 'application linéaire
f est triangulaire,

30 —1
D=Msp(f)=(0 2 1 | =P 'AP.
00 2



Chapitre 4

Distance, norme, produit scalaire

4.1 Rappels

Considérons I'espace R? muni de la base canonique. Soit z et y deux vecteurs de R? de coordonnées
(z1,72)" et (y1,y2) . La norme euclidienne de x et y est :

2]l = /2t + 23, |yl = \/v? +u3

et la distance euclidienne entre les vecteurs x et y vaut :

d(z,y) = V(21 — y1)2 + (22 — 2)? (4.1)

d’aprés Pythagore (voir Figure 77).

! (y_l’)
T2 — Y2

Y

FIGURE 4.1 — Norme dans R2.

Remarque 4.1 La distance euclidienne (?77) est définie a partir des coordonnées du vecteur (y—z)
dans la base euclidienne.

MASS-Algebre Laurent Rouviere
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Définition 4.1 (Distance) Soit x, y et z trois vecteurs d’un espace vectoriel E. Une distance est
une application d : E x E — R qui vérifie :

— d(x,y) = d(y,x) (symétrie);

—d(r,y) =0<=zx=y;

— d(z,y) < d(z,z) +d(z,y) (inégalité triangulaire).

Placons nous maintenant dans R? muni d’une base B’ = (e}, €}) définie par €| = f1eq, €} est de
longueur /5 et 'angle entre €} et €}, vaut a (voir Figure ?7).

€2 A

FIGURE 4.2 — Distance euclidienne et changement de base.

La matrice de passage de can a B est :

P = MB,can<id> = (El 62 Cosa)

0 /ysina

Si on note (z1, x2) et (y1,y2) les coordonnées de deux vecteurs x et y dans B, alors les coordonnées
de x — y dans la base canonique sont :

0y lycosar\ [x1— 1 _ (1 — 1)l + (22 — Yo )la cos
0 {ysina Ty — Yo (x9 — y2)lasin '

La distance euclidienne entre x et y est donc :

d(z,y) = \/(561 —y1)25 + (22 — y2)205 + 2(x1 — y1) (22 — y2)l1l3 cos . (4.2)

Remarque 4.2 — Pour calculer une distance euclidienne dans R* muni d’une base B, il suffit
de connaitre la longueur des éléments de la base ainsi que ’angle entre ces éléments. On
applique ensuite la formule (7).

— La distance euclidienne entre x et y se récrit matriciellement comme suit :

02 24 —
d2($ay) = (56’1 — Y1 T2 — y2) ( ! ! 2;208 a) (:1:1 yl) :
2

0145 cos & To — Yo
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4.2 Produit scalaire

4.2.1 Deéfinition

Etant donné deux vecteurs x et y de R? de coordonnées (1, 1) et (w2, y2) dans la base canonique
le produit scalaire est défini par

<x,Y >= 211 + TaYa.

Remarque 4.3 — Le produit scalaire < x,y > dépend du choix de la base ;
— x et y sont orthogonaux si et seulement si leur produit scalaire est nul. Le produit scalaire
veérifie les propriétés suivantes :

1. <zx,y >=<vy,x > (symétrique);

2. <zx+ry>=<zy>+<r,y>et<ir,y>=A<z,y>. Onadonc par symétrie :
<z, y+ty >=<zry>+<zy>et<xIy>=IA<xz,y>.

Nous allons maintenant généraliser la notion de produit scalaire a des espaces vectoriels.

Définition 4.2 Soit E un R-espace vectoriel. On appelle produit scalaire sur E une forme bili-
néaire symétrique définie positive p: E X E — R :
1. bilinéaire : Vu,u',v,0" € E et VA € R :
o @(u =+ U‘,7 U) = QO(U, U) + QO(U/, U) ;
7 QO(U, v+ UI) = (p(U, U) + @(uv UI) ’
— p(Au,v) = p(u, \v) = Ap(u,v).
2. symétrie : Yu,v € E, p(u,v) = (v, u).
3. définie : Yu € E : p(u,u) =0 <= u=0.
4. positive : Yu € E : p(u,u) > 0.

Un R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire est dit espace euclidien s’il est de dimension finie,
espace préhilbertien sinon.

Exemple 4.1 1. L’exemple de base est celui de R™ muni de sa base canonique. On définit un
produit scalaire en posant, pour © = (x1,..., %), Yy = (Y1, .-+, Yn) :

n
<3y >=Y Ty
=1

2. Soit I = [a,b] un intervalle fermé borné de R et E = Cont(I,R) l’espace des fonctions
continues de I dans R. On définit un produit scalaire sur E en posant :

b
< fig>= / F(D)g(t)dt.

On notera que l’espace vectoriel E est ici de dimension infinie.
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Application 1 : projection orthogonale d’un vecteur sur un axe. Soit u et v deux vecteurs
non nuls de E. La projection orthogonale de v sur u est de la forme Au (voir Figure ?7), il faut
trouver \.

FIGURE 4.3 — Projection orthogonale sur un axe.

On a par construction < u,v — Au >= 0. Il vient
<u,v>  <u,v>
<u,u > ||l |?

<U,v> A< u,u>=0<= A=

Application 2 : cosinus d’un angle. Soit u et v deux vecteurs non nuls de E. Considérons la
projection orthogonale v" = Au de v sur u. L’angle non orienté  que forment u et v est un angle

; ; Allu]] TR
compris entre 0 et 7, son cosinus est Tl ? so1t :

I
|v
<u,v >

cosf = .
[[ull ]|

Définition 4.3 Soit E un espace vectoriel de dimension n et ¢ : E X E — R une forme bilinéaire
symétrique définie positive. Alors

— p(u,v) est le produit scalaire entre u et v ;

— ||ul] = /e(u,u) est la norme euclidienne du vecteur u ;

— d(u,v) = ||u — vl|| est la distance euclidienne entre u et v ;

— @(u,v) = 0 <= u est p-orthogonal & v <= u L, v.

Remarque 4.4 Toutes les normes ne sont pas euclidiennes : d(x,y) = max{|z;—y;|,i =1,...,n},
d(z,y) = 2 |7 = yil-
4.2.2 Ecriture matricielle du produit scalaire

Considérons deux vecteurs u et v de E ainsi que B = (ey,...,e,) une base de E : u =Y . | ue;,
v =", v;e;. Le produit scalaire entre u et v s’exprime en fonction des produits scalaire (e;, €;)
des vecteurs de base grace a la bilinéarité :

o(u,v) = (Z uie;, Z%‘%) = Z Zuivjcp(ei, e;)
i=1

i=1 i=1 j=1
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Ceci peut se ré-écrire sous forme matricielle :

So(ela 61) o 90(617 en) U1
o(u,v) = (ur ... uy) : : Sl =U'MV.
olen,e1) ... plen, en)

<

n

La matrice M ci-dessus est appelée matrice du produit scalaire ¢ dans la base B. C’est une ma-

trice carrée symétrique. Pour calculer le produit scalaire entre deux vecteurs, il suffit de connaitre
M.

Exemple 4.2 Dans R" muni de la base canonique le produit scalaire < u,v >= Y " | u;v; a pour
représentation I,.

On remarque que le produit scalaire ¢(u,v) s’écrit :

= Z wvip(e;, e;) + Z (wiv; + ujv;)p(es, €5), (par symétrie)

1<i<j<n

et donc

Zu@el,ez )+ 2 Z uu]goez,ej Zua”+2 Z UUj A5,

1<i<j<n 1<i<j<n
avec a;; = p(e;, €;).

Définition 4.4 Soit ¢ : E x E — R une forme bilinéaire symétrique. L’application q : E — R
définie par q(u) = o(u,u) est appelée forme quadratique associée G .

4.2.3 Comment reconnaitre un produit scalaire ?

Nous allons exposer une méthode pour reconnaitre si une application ¢ : £ x E — R est un
produit scalaire. On commence par vérifier que ¢ est une forme bilinéaire symétrique (ce qui est
en général facile). La difficulté est de savoir si ¢ est définie positive. Pour se faire, on étudie la
forme quadratique associée a ¢ :

q:E—)R

u Zua“—i-Q Z UiU Q45

1<i<j<n

Exemple 4.3 Prenons d’abord quelques exemples de forme ¢ définies sur R®. Si u a pour coor-
données (x,1, 2) dans la base canonique, on a (u,u) = azx® + by? + cz* + 2dxy + 2exz + 2 fyz avec
a,b,c,d, e, f réels.
1. Siq(u) = 2? + 3y? + 522, il est clair que ¢ est définie positive.
2. Siq(u
p(u,

) =
u) <

3. Siq(u) = 2® + 3y?, ¢ nlest pas définie positive : pour u = (0,0,1), on a o(u,u) = 0.
) =

4. St q(u
o(u,u) < 0.

Dans des cas plus complexes (par exemple lorsque la dimension de E est élevée), on utilise la
méthode de Gauss pour étudier si une forme bilinéaire symétrique est définie positive.

= 2% — 3y? + 522, la forme ¢ n’est pas définie positive : pour v = (0,1,0) on a

3zy + zz, la forme ¢ nlest pas définie positive : pour u = (1,—1,0), on a
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Méthode de Gauss.

Etape 1 : On examine tous les a;; et on vérifie qu’ils sont tous strictement positifs

Etape 2 : On transforme ¢(u) en considérant d’abord tous les termes ou u; apparait. Pour
ces termes, on met a;; en facteur et on obtient

q(u) = an(fi(w))? + ¢1(u,u)

avec

¢1(u,u) est une forme quadratique o u; n’apparait pas. On applique la méme méthode
avec les termes en us. On itére jusqu’a ce qu’il ne reste aucun terme.

Etape 3 : On obtient finalement une décomposition

q(u) = an(fi(w)* + e fa(u)* + ... + ap(fy(w)?,
avec fi(u) =ui+..., fo(u) = ug+..., etc... (On écrit ¢(u) comme une combinaison linéaire
de p fonctions f,(u)?.)
Etape 4 : Conclusion :

1. Sip=mnetsipour 1 <7 <mn,onaaq; >0, alors ¢ est définie positive car q(u) = 0
équivaut a un systéme triangulaire de n équations :

fi(u) =0

fn<u) =0

qui admet u = 0 comme seule solution.

2. Sip < nle systéme précédent est de rang inférieur a n et admet des solutions non nulles,
donc ¢ n’est pas un produit scalaire.

3. Sip =n et sl existe 7 tel que a; < 0, il existe un vecteur u solution des équations
fi(w) = 0,7 # i et tel que fi(u) # 0. On a p(u,u) < 0 et ¢ n’est donc pas un produit
scalaire.

Exemple 4.4 La forme o(u,u) = 22% + y* + 222 — dxy — 2yz + 4x2 est-elle définie positive ?

On utilise la méthode de Gauss :

o(u,u) = 20% +y* + 22° — 4wy — 2yz + 4wz
= 2(2% — 2oy + 222) + oy + 22° — 2z
=2 —y+2)% — 2% — 22 +dyz +y* + 222 — 22
=2 —y+2)?>—y*+2yz
=2x—y+2)?—(y—2)*+ 2%

Un des «; est négatif donc ¢ n’est pas définie positive (il suffit de prendre u = (1,1,0), p(u,u) =

~1).
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4.2.4 Produit scalaire et changement de base

On considére E un espace vectoriel de dimension n, By = (eq,...,e,) et By = (f1,..., fn) deux
bases de E. Soit u et v deux vecteurs de £. On note

— wu; et v; les coordonnées de u et v dans B; (i = 1,2);

— @& et Py les matrices d’un produit scalaire ¢ dans les bases By et Bs.

— Mg, 5,(id) la matrice de passage de By a By ;

— Map, p,(id) la matrice de passage de B; a Bs.
La question est ici de savoir comment passer de ®; et @5 (et réciproquement).

On rappelle que u; = Mg, , (id)us et us = Mp, p,(id)u;. On a
o(u,v) = uPyv; = (Mp, g, (id)uz) @1 (Mg, 5, (id)ve) = uyMp, 5, (id)' @1 Mp, 5, (id)ve = usPavs,
d’ou

Oy = Mg, 5, (id) @1 Mg, 5, (id).

Attention : il ne faut pas confondre matrice associée a un produit scalaire et matrice associée
a une application linéaire !

Exemple 4.5 Soit A une matrice symétrique définie par :

9 13
A= (13 19) '

et B la base de R? formée par les vecteurs

f1=3e1 — 2ey
fo=—e1+ e

On note
B (3 =1\ . (11
pestmin= (5 )= (31).

1. Soit f Dapplication linéaire ayant pour représentation matricielle A par rapport a la base
canonique. On a

Mps(f) =P 'AP = @ ;g) :

2. A est une matrice symétrique (définie positive). Soit ¢ le produit scalaire associé a la matrice
A par rapport la base canonique. On note A la matrice de ¢ par rapport a B, on a

s o (10
iorapo (10

@ et f n'ont clairement pas la méme représentation par rapport a la base B.
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4.3 Norme et angle

Nous allons généraliser ici les notions de norme et d’angle aux espaces euclidiens.

Définition 4.5 (norme d’un vecteur) Dans un espace vectoriel muni d’un produit scalaire, on
appelle norme de u le scalaire ||u|| =< u,u >'/2.

Exemple 4.6 Dans R™, siu = (uy,...,u,), on a :

" 1/2
= (Zu?) |

Dans E = Cont(I,R) la norme de f : 1 — R est :

11 = ( [ scevar) "

Proposition 4.1 (Inégalité de Cauchy-Schwartz) 1. Pour tousu etv de E on a :

<u,v > |ul P ||v||* ou encore | < u,v > | < |Jul|||v]].

2. Cas d’éqgalité : pour tous u et v de E, < u,v >%= ||u]|*||v]|* si et seulement siu et v sont

colinéaires.

Preuve. L’inégalité et le cas d’égalité sont évidents pour u = 0. Supposons u # 0.

1. Pour tout réel A on a :
0 < |Jv+ Mull> =< v+ Au, v+ M >= ||v]|> +2) < v,u > +22||ul %

Le trindéme en A est positif ou nul pour toutes les valeurs de A, il a donc au plus une seule
racine réelle. Son discriminant est par conséquent négatif ou nul (ce qui donne I'inégalité).

2. Notons v’ la projection orthogonale de v sur w. Il suffit de montrer que v" = v. On a vu que

. <uvu>
v/ = ———u, donc :
< u,u >
< > < > < >2
o= V| =< v— 0 Ty = S Ty s |- T ),
< u,u > <u,u > ||w|]?

Par conséquent v — v' = 0 et v est colinéaire a wu.

Proposition 4.2 (Propriétés de la norme) Soit u et v deux vecteurs d’un espace vectoriel E
et A un réel.

1. ||ul| > 0;
2. Jul| =0<=u=0;
3. ([ Aul] = A f[ull;
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4. Inégalité triangulaire :
[+ o[ < [Jul[ +[]v]l;
5. Cas d’égalité de l'inégalité triangulaire : si ||u + v|| = ||u|| + ||v]|, i existe A > 0 tel que
U= AV ouv=A\u,
6. Relation entre norme et produit scalaire :
2 <u,v>= [Jut ol = ful]* = ||v]”. (4.3)
Preuve. Le seul point “délicat” est I'inégalité triangulaire qui se démontre a partir de I'inégalité
de Cauchy-Schwartz :
[lu+ol? =[Ju]? +2 < u,v > +[v]
< <uyu>H2 <u,v> |+ <v,v>
<Ifull* + 2l ful [ {[v]] + [[o]1* = (llull + [lv]])*.

L’égalité a lieu si on est dans le cas d’égalité de Cauchy-Schwartz et si < u,v >= | < u,v > |, d’ou
le résultat.

|
On déduit de (??) le théoréme de Pythagore.

Théoréme 4.1 Dans un espace muni d’un produit scalaire, deux vecteurs u et v sont orthogonaux
s et seulement si :
[lu+ vl = [[ul|* + [ |v]]*.

Définition 4.6 (angle de deux vecteurs) Dans un espace muni d’un produit scalaire, on défi-
nit l’angle (non orienté) de deux vecteurs u et v non nuls comme le réel 0 de [0, 7] tel que :

ce qui est possible car ce rapport est dans [—1,1] d’aprés Cauchy-Schwartz.

Quand les deux vecteurs sont orthogonaux, leur produit scalaire (et donc leur cosinus) est nul :
leur angle est donc m/2. La réciproque est immédiate.

4.4 Orthogonalité

4.4.1 Deéfinitions

Définition 4.7 Deux vecteurs u et v d’un espace euclidien E sont orthogonauzx si et seulement si
< u,v >=0.

Définition 4.8 (Famille orthogonale) Dans un espace vectoriel E muni d’un produit scalaire,
une famille (eq, ..., e) est dite orthogonale si < e;,e; >= 0 pour tous i,j avec 1 < i,j < k et

i 5.

Proposition 4.3 Dans un espace vectoriel muni d’un produit scalaire, une famille orthogonale
(e1,...,ex) sans vecteur nul est une famille libre.
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Preuve. Supposons qu’on ait Aje; + ...+ Agex = 0. Pour tout ¢ tel que 1 <i<kona:

< Aeg —|—...—|—)\k€k,€i >= )\zHesz =0= \; =0.

Définition 4.9 (bases orthogonales et orthonormées) Dans un espace euclidien E de di-
mension n, une base B = (ey,...,e,) est dite :

— orthogonale si < e;,e; >= 0 pour tous i,j avec 1 <i,j <neti#j;

— orthonormée si elle est orthogonale et si ||e;|| =1 pour tout i =1,...,n.

Si B = (eyq,...,e,) est une base orthogonale, la base < ) est orthonormée.

€1 €n
lel]™ " leal|

Calculs dans une base orthonormée Soit E un espace euclidien de dimension n, B =
(e1,...,€,) une base orthonormée de E, u = > »  ue; et v = Y "  we; deux vecteurs de E

et U et V les matrices colonnes associées. Alors

— u; =< u,e; >pourtoutt =1,... n;

1/2
— Jlull = (Zi, ud);
— < U, v >= Y U
— La matrice du produit scalaire est I,, et < u,v >=U'V = V'U.

Les calculs de norme, de produit scalaire s’effectuent de maniére trés simple dans des base ortho-
normeées.

4.4.2 Construction de bases orthogonales : procédé d’orthogonalisation
de Gram-Schmidt

Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension n et B = (ey,...,e,) une base. Le procédé
d’orthogonalisation permet de construire a partir de 5 une base orthogonale C = (g4, ..., ¢&,) telle
que

Vect(ey,...,e;) = Vect(ey,...,&;) pour i = 1,...,n.

Une telle base C se construit par récurrence.

1. On pose d’abord ; = e;.

2. On construit e, dans Vect(eq, e2) sous la forme ey + Aey en déterminant A pour que €5 soit
orthogonal & £1. On doit avoir < £y,6; >= 0, ce qui donne (voir Figure ??) :

<e+ e >=0= \=—



4.4 Orthogonalité 41

A €9 = €3+ Aeg €2

-
g1 =¢€1

FIGURE 4.4 — Orthogonalisation de e5.
3. Supposons la famille construite jusqu’au rang i. On cherche €;;; sous la forme £;,; =
€ir1 + 22:1 M€k Pour 1 < k <4, la condition d’orthogonalité de ;.1 et de £ donne

i

< €41,k >=< €41 + Z)\jt?j,&?k >=< €41,k > + M < €k, € >= 0,

j=1
LS
d'ot A — < €i41,Ek >
p= —— ok 7
|lex]]?
On détermine alors ;1.
4. Récapitulatif :
( g1 =61
- < eg,€1 >
2T el
- < e3,&1 >€ < e3,€&9 >€
— Gq — —_
i el leal?
f o — o < ép,€1 ><€ < €p,E2 >€ < €p,Ep—1 >
=€n — 1= 27 T T En—1
¢ |lea|[? |le2|[? lenall> "

Pour obtenir une base orthonormée, il suffit de diviser chaque ¢; par sa norme.
Exemple 4.7 Soit B = (e, ez, e3) la base de R3 définie par

1 1 1

€1 = 3 y €y = 0 y €3 = 2

2 1 0

Orthogonaliser B a l’aide du procédé de Gram-Schmadt.
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On pose €1 = ey. Calculons e5 = €5 —

< eg,81 >=< e9,e1 >= 3, ||81H2 =< ¢e1,61 >= 14.

Donc
a2 o) 22 (a) - L (S
2 =€ — €1 = -7 =741
14 1 14 9 14 ]
On vérifie < e1,60 >=11 - 27+ 16 = 0.
< e3,€1 > < e3,E9 >
Calculons €3 = e3 — 5—€1 — S—E2 ¢
|lea] |le2]
< e3,61 >= 7, ||€1||2 =14
<ener =) lealf = 2
3,2 - 147 2 — 14
D’ou
1 1 11 38 19 11 30
7 71 1 1
0 2 8 0 38 8 —30
On peut vérifier que
<e3,61>=0 et < £3,89 >= 0.

La base (e1,€9,¢€3) est orthogonale. On obtient une base orthonormée en divisant par la norme des
vecteurs :

U U 4 T \/ﬁl > \/T ) - \/T o
g = — = Eog = _ —_ — _ f— g f— -
ol via ) 1914 | ¢ 266 \ ¢ |7 1900 | 4,

Définition 4.10 (Sous-espaces orthogonaux) Un vecteur u d’un espace euclidien E est ortho-
gonal a un sous-espace F' de E si et seulement si il est orthogonal a tout vecteur de F'. L’ensemble
de tous les vecteurs orthogonauzx o F est appelé complément orthogonal de F (ou orthogonal de F')
et est noté '+ :

Fr={u€eE:ulwYweF}.

Il est facile de vérifier que F* est un sous espace vectoriel de E.

Proposition 4.4 Soit E un espace vectoriel euclidien et F' un sous-espace vectoriel de E. On a :

1. E = F@®Ft (tout élément u de E s’écrit u = v+ w avec v € F et w € FL et cette
décomposition est unique) ;

2. dim(F) + dim(F1) = dim(E) ;
3. Si G est un sous espace vectoriel et si G C F alors F- C G*;

J. (FHY=F
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Preuve. 1. Soit (eq, ..., ex) une base de F', on la compléte pour obtenir une base (ey, ..., €, ..., €,)
de E. On applique le procédé de Gram-Schmidt pour obtenir une nouvelle base de E
(€1,...,€n) telle que (e1,...,¢€) soit une base orthogonale de F.

Il suffit de montrer que F* = Vect(egy1,...,6n). Soit u € Vect(epy1,...,&n), u s'écrit
Mt1€k41 + - - -+ Apép. Soit w un vecteur de F', w = \jeg +. .. + \geg, comme (g1, ..., &, est
une base orthogonale, < u,w >= 0 et donc v € F'*.
Soit maintenant u = > w;g; € F*, clairement < u,e; >= 0 pour 1 < i < k, donc u =
Y s Wi, par conséquent F+ C Vect(epy1, ..., &,). On déduit F* = Vect(epyq,...,en)
et donc E = F @ F*.

2. c’est une conséquence directe du point précédent.

3. Soit u € F*, u est orthogonal & tous les vecteurs de F' et donc a tous les vecteurs de G
puisque G C F, donc u € G*.

4. On a

dim(F) + dim(F*) = dim(E) = dim(F*) + dim ((F5)7),

donc dim ((F+)*) = dim(F). Soit u € F, u est par définition orthogonal & F* donc u €
((F4)*), dou le résultat.

4.5 Projection orthogonale

Définition 4.11 Soit E un espace vectoriel euclidien et F' un sous-espace vectoriel de E.
— On appelle projection orthogonale sur F' la projection wp : E — E sur F' paralléelement a
Ft.
— Pour tout vecteur u de E, mp(u) est appelé projeté orthogonal de u sur F.
— Pour tout vecteur u de E, np(u) € F et u — wp(u) € F+ (voir Figure 77).

FJ_

u—mp(u)
7T].7‘J_('l )

mr(u)

FIGURE 4.5 — Projection orthogonale sur F'.
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On remarquera que id — 7z est la projection sur F+X parallélement & F. Le théoréme de Pythagore
nous donne
[lul? = [l7p(w)]|* + [Ju = mp ()|,

par conséquent ||mp(u)||? < |Jul]?. L'égalité a lieu si et seulement si ||u — 7p(u)
mr(u) =u donc si u € F.

| = 0 donc si

Proposition 4.5 Pour tous u et v de E, on a < wp(u),v >=< u, 7p(v) >.

Preuve. Décomposons u et v dans la somme directe E = F @ F* : u = uy + ug, v = v1 + vy avec
uy,v; € F et ug, vy € F. On a par construction 7g(u) = u; et 7(v) = v;. Donc

< 7mp(u),v >=<up,v; + vy >=< up,v; >=< u,v; >=< u, 7p(v) >.
[ |

Proposition 4.6 (Projection sur une droite) Soit F' la droite vectorielle engendrée par un

vecteur u non nul. Alors
<v,u >

mr(v) = u.
<u,u >
Preuve. mp(v) est de la forme Au. En remarquant que < v —7p(v),u >= 0, on obtient le résultat.

Matrice de la projection sur un sous-espace. Soient E un espace euclidien de dimension finie
n et F' un sous-espace vectoriel de E de dimension k. Choisissons une base orthogonale (e, ..., ex)
de F et complétons-la en une base orthogonale B = (e, ..., ¢e,) de E. On a par construction

mr(e) =¢esil<i<ketmp(e)=0sik+1<i<n.

Mps(F) = <g€ 8) :

Distance & un sous-espace. Soit F un espace euclidien de dimension finie n et F' un sous-espace
vectoriel de E de dimension k. On définit la distance d’un vecteur u de E a F par :

On déduit que

d(u, F) = [[u = mp(u)]].

Proposition 4.7 Pour tout v de F', on a ||u—wvl|| > d(u, F'), I’égalité ayant lieu que siv = wp(u).

Preuve. Onau—v = u—7p(u)+7p(u)—v. Comme u—mp(u) € FLona (u—mp(u)) L (mp(u)—v).
En appliquant Pythagore, on obtient :

[l = ol|* = llu — 7p ()| * + ll7p(u) — vf*

|
Géométriquement, cette proposition signifie que quand on s’éloigne dans F' du pied de la perpendi-
culaire abaissée de u sur F', on augmente la distance. On peut considérer cette proposition comme
un résultat d’approximation : ’élément de F' le plus proche de u est le projeté orthogonal de u sur

F.
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Exemple 4.8 (Application a la méthode des moindres carrés) Dans de nombreuses situa-
tions, nous sommes amener & rechercher des relations de la forme y = ax + b entre deux variables
x ety. On dispose de couples de valeurs (x1,y1), ..., (Tn, Yn) qui conduisent généralement a un sys-
teme d’équations ax; +b = y;, 1 < i < n incompatibles. On recherche donc a et b qui satisfassent
au mieux ces équations. Une premiére idée consisterait a minimiser la somme des écarts

ce qui en pratique ne conduit pas a des calculs faciles. On préfére souvent minimiser la somme des
carrés des écarts :

n
Z(yz — (az; + b))
i=1
Posonsu = (x1,...,2,), v =(Y1,...,yn) ; w=(1,...,1), nous cherchons un vecteur de R" de la
forme au+bw qui soit le plus proche de v au sens de la norme euclidienne. Nous cherchons donc a
minimiser la distance entre v et ' = Vect(u,w), le minimum est atteint lorsque au + bw = wp(v).






Chapitre 5

Transformations orthogonales et matrices
symeétriques

5.1 Transformations orthogonales

5.1.1 Définition

Nous nous intéressons dans cette partie aux applications qui conservent le produit scalaire.

Proposition 5.1 Soient E et E' deux espaces euclidiens. Soit f : E — E’ une application linéaire.
Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. f conserve les produits scalaires, c’est a dire que pour tous u et v de E, on a < f(u), f(v) >=<
U, v >

2. f conserve les normes, c’est a dire que pour tout u de E on a || f(u)| = ||u| -

Une application linéaire qui vérifie une de ces deuz conditions est appelée application (ou transfor-
mation) orthogonale.

Preuve. Si la premiére condition est vérifiée, on a :
I @)I? =< f(w), f(u) >=< u,u>= ||ul*.

Si la seconde condition est vérifiée, alors

2 < fu), f(v) >= [If () + fI7 = [F@)I* = 1F I = llu+ol* = [Jul® = ol =2 < u,0 >

|
Proposition 5.2 (Matrices des transformations orthogonales) Soit E une espace vectoriel,
B = (e1,...,e,) une base orthonormée de E et f : E — E wune application linéaire. On pose
A= Mgpp(f).

1. Si f est une transformation orthogonale, la matrice A :
— est inversible ;
— wvérifie /A = AA' = I, autrement dit A= = A’ ;
— est telle que det(A) =1 ou —1.
2. Si A vérifie A = AA" = I, autrement dit si A=t = A’, alors f est une transformation
orthogonale.
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Une matrice A qui vérifie une de ces deux conditions est appelée matrice orthogonale.
Preuve. 1. Soit f une transformation orthogonale, alors
ker f={ue E: f(u) =0t ={uec E:|f(u)]| =0} ={ueE:|ul =0} ={0}

donc f est injective et donc bijective. A est donc inversible. Soit u et v deux vecteurs de FE
de coordonnées U et V' dans B. Comme < f(u), f(v) >=< u,v > on a

(AUY AV = U'A'AV = UV,

d’ott A’A = I et par conséquent (det(A))? = 1.

2. De méme, pour deux vecteurs v et v dans £ on a :

< f(u), f(v) >= (AU) AV = U'AAV =U'V =< u,v > .

]
5.1.2 Comment reconnaitre une matrice orthogonale ?
Proposition 5.3 Soit E un espace euclidien, B = (eq,...,e,) une base orthonormée de E, f :
E — E une application linéaire et A = Mpp(f) la matrice de f par rapport a B. Alors :
1. f est une transformation orthogonale si et seulement si (f(e1),..., f(en)) est une base

orthonormée de E.

2. A est une matrice orthogonale si et seulement si :
— le produit scalaire entre les vecteurs colonnes de A est nul;
— les vecteurs colonnes de A sont de normes 1.

Preuve. Il est évident que 1 et 2 sont équivalents. Montrons 1.
— Soit f une transformation orthogonale. Alors Vi = 1,...,n, || f(e;)|] = |le:|| = 1 et Vi # j
< f(ei), f(ej) >=<¢€; e >= 0.
— Soit u =" ue; et v=">"" v;e; deux vecteurs de E. On a

<f (Z ul-eZ) S (Z viei>> = Z uwv; < f(e:), flej) >

1<ij<n
= E UV =< U,V > .

1<i,j<n

< flu), f(v) >

Corollaire 5.1 Soit E un espace euclidien, B = (e1,...,e,) et B = (e},...,¢€),) deux bases or-
thonormées de E. La matrice de passage P = My p(id) est une matrice orthogonale.

Définition 5.1 Une matrice A est dite orthogonalement diagonalisable s’il existe une matrice
orthogonale P et une matrice diagonale D telle que A= PDP' = PDP~!.

Si la matrice A est orthogonalement diagonalisable, on n’a pas & inverser la matrice de passage
pour calculer A™ par exemple.

Attention : Dans ce chapitre, nous parlons de diagonaliser une matrice associée a une application
linéaire. Il ne faut pas confondre avec la diagonalisation d’une matrice de produit scalaire
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Exemple 5.1 Soit f une application linéaire de R® dans R? telle que

6 —2 -1
A= Mcan,can(f) =|-2 6 -1
-1 -1 5

Les valeurs propres de A sont \y = 8, Ay = 6 et A\3 = 3. A est donc diagonalisable. Les espaces
propres sont :

-1 -1 1
Ey,, =Vect| 1 |, E, =Vect]| -1 Ey\, = Vect |1
0 2 1

Les vecteurs propres sont bien orthogonauzx. St on veut que la matrice de passage soit orthogonale,
il faut qu’ils soient de norme 1, d’ot

1 1 1
. R
P = MB,can(/d) - E _275 ?
0 7% &
On a maintenant P~ = P et A = PDP’ avec
8 00
D=0 6 0
00 3

5.2 Diagonalisation de matrices symétriques
Définition 5.2 Une matrice A est symétrique si et seulement si A = A.

Théoréme 5.1 Soit E un espace euclidien, B = (e, ..., e,) une base orthonormée de E et f une
application linéaire telle que la matrice A = Mpp(f) soit symétrique. Alors

1. Les valeurs propres de A sont réelles;

2. La dimension des sous-espaces propres associée a chaque valeur propre est égale a la multi-
plicité de la valeur propre associée (A est donc diagonalisable).

3. Les sous-espaces propres sont orthogonauzr deur a deux;

4. A est orthogonalement diagonalisable.

Exemple 5.2 (Valeur propre multiple) Soit

3 -2 4
A= Mcan,can(f) =|-2 6 2
4 2 3
A1 = —2 est valeur propre simple et Ao = 7 est valeur propre double. Les sous-espaces propres
—2 1 -1
E\, = Vect | =1 | = Vect(f1),E\, = Vect | |0 ], | 2 = Vect(fa, f3).

2 1 0
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Les vecteurs propres présentés ainsi ne sont pas orthogonaux, on utilise Gram-Schmidt :

. < fa, foa >
f3:f3—ﬁ7%f2=(—1/2 2 1/2).
[l
(! f [ 5
La base B = <m, m, ”—:”) est orthonormée, donc
_2 1L _\2
3 V2 6
P = MB,can<ld) = _é 0 ¥
2 L 42
3 V2 6

5.3 Retour au produit scalaire

Soit E un espace euclidien et ¢ une forme bilinéaire symétrique. Soit B une base de E et A la
matrice associée a ¢ par rapport a la base B. On a vu au chapitre précédent qu’il fallait utiliser
la méthode de Gauss pour vérifier si ¢ est un produit scalaire. Le théoréme suivant fournit une
nouvelle méthode pour vérifier ce fait.

Théoréme 5.2 La forme bilinéaire ¢ est définie positive si et seulement si les valeurs propres de
A sont toutes strictement positives.

Preuve. A est une matrice symétrique, elle est donc orthogonalement diagonalisable. Il existe
donc D une matrice diagonale et une matrice P = Mp g(id) orthogonale telles que D = P’'AP.
D est la matrice de ¢ par rapport & B’. Soit u un vecteur de E, on note U = (uy,...,u,) ses
coordonnées dans B’. Soit ¢ la forme quadratique associée a ¢, on a alors :

g(u) = U'DU = Mui + ...+ \ul,

ol A, ..., A\, sont les valeurs propres de A. ¢ est donc définie positive si et seulement si toutes les
valeurs propres sont strictement positives.

Exemple 5.3 A [l'aide de la méthode de Gauss puis du théoréme précédent, vérifier si la forme
bilinéaire symétrique

o(u,v) = 3uvy + 2ugvy + uzvs + 2u1ve + 2usvy + 2ugvy + 2uzvy

est définie positive.
Méthode de Gauss :

2 \? 2
Q(u):3x2+2y2—|—z2—|—4xy—|—4yz:3<x+§y) +§<y+3z)2_522.

@ n'est donc pas un produit scalaire.

Valeurs propres : La matrice de ¢ par rapport a la base canonique est :

ses valeurs propres sont 5, 2 et -1. On retrouve bien que ¢ n’est pas un produit scalaire.



Annexe A

Récapitulatif sur les changements de base

Nous récapitulons dans cette partie les différents changements de base étudiés a travers des
exemples simples dans R?. On munit R? de deux bases

— By = (eq, €2) est la base canonique;

— By = (f1, f2) est la base formée des vecteurs

f1 =€ —+ 362
fa = 2e1 + es.

On note P la matrice de passage de la base B; a B :

. 1 2
P = M32781(Id) = <3 1) y

la matrice de passage de By a B est

A.1 Vecteur

Soit u un vecteur de R2. u est un objet fixé. On I'identifie par ses coordonnées qui dépendent de la
base dans laquelle on travaille. Supposons par exemple que le vecteur u a pour coordonnées (1,2)
dans la base canonique. Ses coordonnées dans B; sont :

. _ 0.6
M81,32<|d) =P 1UB1 - (OQ) ’

A.2 Application linéaire

Soit f : R? — R? une application linéaire. f est un objet fixé et f(u) est un vecteur fix¢ de R?
bien entendu les coordonnées de f(u) dépendent de la base dans laquelle on se place. On suppose
que f a la représentation matricielle suivante dans la base canonique

A= M51,31(f) = (i) Z) :

On a deux moyens de déterminer les coordonnées de v = f(u) dans By :
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1. On calcule les coordonnées dans f(u) dans B; puis on déduit les coordonnées de f(u) dans

BQ :
13 _ 1
UgleuB1:<9), UBQZP 11)31:(6).

2. On calcule la matrice de f par rapport a B :

_ 1/8 1 1
MBQ,BQ(f) =P 1AP = g (41 27) y  UBy = MBQ,BQ(f)U‘BQ = (6) .

A.3 Produit scalaire

Soit v de coordonnées (4,1) dans By, le produit scalaire < u,v > est fixé. On peut le calculer de
deux maniéres :

1. Dans B; :
<u,v>=4x14+2x1=6.

2. Dans Bs, on calcule d’abord la matrice ® du produit scalaire par rapport a B :

. (10 5
<I>_PIP_(5 5),

VB, = <_2024) . <u,v>=ug P, = (0.6 0.2) <150 g) <_2024> = 6.
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Annales

Cette partie comporte les sujets d’examens des derniéres années acompagnés de quelques corrigés.

MASS-Algebre Laurent Rouviere



RENNES UFR Sciences Sociales - Département MASS

UNIVERSITE . ) ..
AT Année Universitaire 2004-2005

19 Session : Juin 2005

- Année d’étude : Licence 2 MASS

- Code apogée de I’épreuve : MA 421 F

- Type d’Enseignement : UEF

- Enseignement (intitulé exact) : Algébre

- Durée de I’épreuve : 2 heures

- Etudiants : - Assidus X Dispensés O - Rennes X St Brieuc O
- Rédacteur du sujet : Eric Matzner-Lgber

- Documents autorisés : aucun

Exercice 1
Nous considérons la matrice suivante :

1. Déterminez les valeurs propres et les sous-espaces propres associés.
2. Les sous-espace propres sont-ils orthogonaux ? Ce résultat est-il surprenant ?

3. A est-elle diagonalisable 7 Si la réponse est positive donnez sa forme diagonale et la matrice
de passage correspondante.

4. A est-elle inversible ? Si la réponse est positive donnez son inverse.

5. A est-elle orthogonalement diagonalisable ? Si la réponse est positive, donnez sa forme dia-
gonale et la matrice de passage correspondante. Quelle est la différence entre la matrice de
passage trouvée a la question 3 et celle que vous venez de trouver ?

6. Donnez le lien entre la trace de A et la somme de ses valeurs propres et démontrez-le.

7. Question similaire de la précédente mais avec le déterminant de A et? 7?7 de ses valeurs
propres, trouvez 777 et démontrez ce résultat.

Exercice 2
Considérons les suites définies par les équations de récurrence suivantes :

Up i1 = 2Uy + 30,
Un+1 = duy, + vy,

1. Calculez u; et vy lorsque ug = 1 et vy = 2.

2. Calculez ensuite usg et vsg.
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Exercice 3
Considérons E = R3, les formes suivantes définissent-elles un produit scalaire ?

o1(u,v) = wvy + 3ugvy + uzvs

Go(u,v) = wujvy + 3ugvy — ugzvs

¢3(u,v) = 3ujvy + 1dugvy + 8uzvs + 6uvy — 3ugvz — 4dugvs + 6usvy — 3uzvy — 4duzvy
d(u,v) = wuvy + 6ugve + augvy — 2uivy — 2usvy — 3ugvz — 3UqUs.

Si la réponse est positive, donnez la matrice associée, si la réponse est négative, donnez un vecteur
ne satisfaisant pas la condition voulue.

Exercice 4

Soit E un espace vectoriel de dimension n dont une base est (eq,- - ,e,). Soit F' un sous-espace
de E de dimension p engendré par les vecteurs (fi,-- -, f,). Le produit scalaire entre 2 éléments x
et y de F est définie par

dz,y) = «'My,

ol M est une matrice symétrique définie positive.

1. En redémontrant la méthode directe (dessin, explications claires ...), donnez la forme de la
matrice de la projection orthogonale (ou M-orthogonale) sur F.

2. Retrouvez ce résultat avec la méthode classique (base orthogonale, matrice de passage...)
en indiquant trés clairement ce que vous faites.

Nous sommes dans R* muni de la base canonique et du produit scalaire usuel. Soient les vecteurs
wy = (1,-1,1,—1) et uh = (1,1, —1,-1).

Donnez la matrice M.

Trouvez ug et uy tels que les vecteurs (uq, us, ug, us) forment une base orthogonale de R*.
Trouvez la matrice de la projection orthogonale sur ’espace engendré par uy et us.

Que vaut la trace de cette matrice ?

N e W

Trouvez la matrice de la projection orthogonale sur 'espace engendré par us et uy.

Exercice 5

Considérons I'espace vectoriel Ps des polyndmes a coefficients réels de degré inférieur ou égal a 3.
Soient tg, t1,t2, t3, 4 nombres réels distincts fixés. Pour P et () deux éléments quelconques de Ps,
posons

<P,Q> = P(t)Q(to) + -+ P(t3)Q(t3).

1. Montrez que nous avons ainsi défini un produit scalaire sur Ps.
2. Soit tg = —1,t; =0, ty = 1 et t3 = 2, donnez la matrice M associée au produit scalaire.

3. Considérons P, comme sous-espace de Ps, de base {1, X, X?}. Déterminez la meilleure
approximation de P(X) =15 — %X 3 par des polynomes de P,. Faites un dessin.

4. Meéme question pour Q(X) = 3X + 2X2
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Question de cours : Soit F un espace vectoriel de dimension n dont une base est (e1,--- ,e,).
Soit F' un sous-espace de E de dimension p engendré par les vecteurs (fi,---, f,). Le produit
scalaire entre 2 éléments x et y de E est défini par :

o(x,y) = 2'My,
ou M est une matrice symétrique définie positive.

En redémontrant la méthode directe (dessin, explications claires ...), donnez la forme de la matrice
de la projection orthogonale (c¢’est-a-dire M-orthogonale) sur F'.

Exercice 1
On considére deux endomorphismes f et g de R? définis dans la base canonique par :

flée1) = —e—é3 glel) = €1+ 26+ é3
flea) = é1+2é+¢€3 g(é3) = 261+ 56 + 363
flez) = —é1—-6 g(é3) = —3é — Tey — 4és.

Donnez la matrice de f dans la base canonique, notée Ay.
Déterminez les valeurs propres de Ay (il y a une valeur propre double).
Déterminez les vecteurs propres de Ay.

Cette matrice est-elle diagonalisable 7

A

Donnez la matrice Ay dans la base des vecteurs propres (rangés par ordre croissant des
valeurs propres) en indiquant clairement le produit matriciel qu’il faut effectuer (on ne
demande pas l'inverse de la matrice de passage).

Donnez la matrice de g dans la base canonique notée A,.
Déterminez les valeurs propres de A, (il y a une valeur propre double).

Déterminez les vecteurs propres de Aj.

© ® N>

Cette matrice est-elle diagonalisable ?
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10. Compléter votre famille libre de vecteurs propres et donnez la matrice A, dans la base
complétée en indiquant clairement le produit matriciel qu’il faut effectuer (on ne demande
pas l'inverse de la matrice de passage). Vous venez de voir une maniére d’obtenir une matrice
triangulaire.

Exercice 2

Un petit scarabée se déplace sur un triangle, dont les sommets sont numérotés {1,2,3}. A 'instant
n, s’il est au sommet ¢, il va vers le sommet j avec la probabilité p;;, ot il se retrouve a 'instant
(n+1). Sii=j, il reste sur place. La matrice de transition P = [p;;]1<; j<3 est donnée par :

1/2 1/2 0
P=|1/2 1/2 0
0 1/2 1/2

On admet que la probabilité d’étre a I'instant n au sommet j sachant que le scarabée est initiale-
ment (c’est-a-dire a I'instant 0) au sommet i est donnée par le terme (4, j) de la matrice P™.

1. Déterminer lim,, , ., P".
2. Interpréter le résultat.
Exercice 3
Nous sommes dans R* muni de la base canonique et du produit scalaire usuel. Soient les vecteurs
w = (1,1,1,1) et ug = (1,1, -1, —1)".
1. Trouvez us et uy tels que les vecteurs (uy, us, us, u4) forment une base orthogonale de R*.
2. Trouvez la matrice de la projection orthogonale sur I'espace engendré par u; et us, notée
I1;5.
3. Trouvez la matrice de la projection orthogonale sur ’espace engendré par uy, notée II;.
4. Trouvez la matrice de la projection orthogonale sur l'espace engendré par us, notée Il5.
5. Voyez-vous un lien entre (II1,115) et I1;5 7
6. Pourquoi?
Exercice 4

Considérons 'espace vectoriel P; des polynomes a coefficients réels de degré inférieur ou égal a 3.
Pour P et () deux éléments quelconques de Ps, considérons le produit scalaire défini par

<PQ> — /1 PU)Q(H) dt.

1. Donnez la matrice M associée a ce produit scalaire.

2. Donnez une base orthogonale de P3. Vous venez alors de trouver les polyndémes de Legendre
(1752-1833).

3. Soit Py l'espace vectoriel des polynémes a coefficients réels de degré inférieur ou égal a 1.
Soit @ I'élément de Py qui minimise ||P — Q[|* ou P(X) =5 — $X?. Trouvez le polynéme
Q.

4. Donnez la matrice de la projection orthogonale sur P;.

5. Projetez le polynome P(X) =5 — +X? dans P; et retrouvez le polynéme Q.

6. (bonus) Quelle est la meilleure approximation de la fonction cos(z)? Ce résultat vous
semble-t-il réaliste ?
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Exercice 1
Vrai ou Faux 7+0.5 pour une bonne réponse, -0.5 pour une mauvaise réponse. Ne pas justifier les
réponses.

1. Si deux vecteurs sont orthogonaux, ils sont linéairement indépendants.

2. Siun vecteur u coincide avec sa projection orthogonale sur un sous-espace vectoriel F', alors
u est dans F'.

3. Deux vecteurs propres disctincts d’'une méme application linéaire sont linéairement indé-
pendants.

4. Toute matrice symétrique est diagonalisable.

Exercice 2
Soit f ’endomorphisme de R? défini par

f(el) = 361 -+ 262 —+ 263
f(ez) = —€1 — 263
fles) =e1 +ex + 3es

ol (ey,e9,e3) est la base canonique de R3 notée can. Soit u le vecteur de R® de coordonnées
(1,—1,2) dans la base canonique et B la base de R? formée par les vecteurs

U1:€1+€2, u2:€2—|—€3, U3:€1+€2—|—€3.

1. Donner M can(f) la matrice de f dans la base canonique.
2. (a) Verifier que B est une base de R3.
(b) Quelles sont les coordonnées de u dans B?
(¢) Quelles sont les coordonnées de f(u) dans B?
3. (a)

Montrer que wuq,us et uz sont des vecteurs propres de f. Donner les valeurs propres
associés.
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(b) Déduire de la question précédente Mp p(f) la matrice de f par rapport a B.

Exercice 3
On considére la suite (uy,),>o définie par up = 0, u; = 1 et la relation de récurrence :

Vn Z 0 Upy2 = —Unti -+ 2'1,Ln

On veut trouver une formule donnant le terme général u,, en fonction de n. Pour cela, on construit
une suite de vecteurs (V},),>0 définie par :

un—i—l

Vn >0 Vn:[ Un }

1. Déterminer Vy, Vi, Vs.

2. Gréce a la relation de récurrence sur (u,),>0, trouver une matrice A de taille 2 x 2 telle que
pour tout n > 0: V.1 = AV,,.

3. En déduire V,, en fonction de V;, A et n.

4. Diagonaliser A. En déduire V,,, puis u,, en fonction de n.
Exercice 4
On se place dans R? muni de la base canonique et du produit scalaire usuel. Soient les vecteurs
up = (1,1,1) et ug = (1,-1,1)

1. Donner les coordonnées de la projection orthogonale de usy sur Vect(uy).

2. On note 7 la projection orthogonale sur F' = Vect(us, usg).

(a) Compléter la famille (u, us) en une base de R3.

(b) A l'aide du procédé de Gram-Schmidt, construire une base B = (vy, va, v3) orthogonale
telle que Vect(u, ug) = Vect(vy, vg).

(c¢) Quelle est la matrice de 7 par rapport a la base B?
(d) Calculer la matrice de 7 par rapport a la base canonique.

3. Soit v le vecteur de coordonnées (1,2,4) dans la base canonique. Donner les coordonnées
(dans la base canonique) du vecteur de F' qui minimise la distance entre v et F.

Exercice 5
Soit B = (ey, €2) la base canonique de R? et f une transformation orthogonale de R?. On note A
la matrice de f par rapport a la base canonique :

A= Mpp(f)= <a Z) :

C

1. Montrer que les réels a, b, c et d vérifient les relations

a2+c2=1
P+d>=1
ab +cd = 0.

Les deux premiéres relations ci dessus montrent qu’il existe deux réels 0 et €' tels que

{ a=cosf c=sinb

b=rcosf® d=sinb'.

MASS-Algebre 59 Laurent Rouviére



2. En utilisant la troisiéme relation, montrer que

i, T r_g_T
9—9+2 ou 0 =0 5"

3. Dans le cas ot ¢/ = 0 + 7, caractériser géométriquement I'application f.

4. On suppose dans cette question §' = 6 — 7 avec 0 < 0 < 7.

(a) Ecrire la matrice A en fonction de # uniquement.
(b) Quelles sont les valeurs propres de f.

(c) En déduire que f est une symétrie orthogonale (on ne demande pas de préciser par
rapport a quel axe). On rappelle que dans R? la symétrie orthogonale par rapport a une
droite vectorielle Vect(u) est 'application linéaire s telle que s(u) = 0 et s(v) = —v pour
tout vecteur v orthogonal a wu.

(d) Donner un vecteur qui engendre I’axe de la symétrie lorsque 6 = 7.
(e) Donner un vecteur qui engendre I’axe de la symétrie dans le cas général (on donnera les
coordonnées de ce vecteur en fonction de € dans la base canonique).
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Correction

Exercice 1
V-V-F-V

Exercice 2
1. La matrice de f par rapport a la base canonique est :

3 —1 1
A= Mcan,can(f) =12 0 1
2 =2 3

2. (a) Soit P la mtrice de passage de la base canonique a B :
1 01
P=1111
011

det P =1 # 0 dont B est une base de R3.

(b) Les coordonnées de u dans B sont :

1 6
Al-1]=|14
2 10
Les coordonnées de f(u) dans B sont :
6 —6
Pll4]=1|-2
10 12

3. (a) Il suffit de calculer f(uq), f(us) et f(us) :
fur) = 2eq + 262 = 2uy, f(ug) =ex+e3 =uq, f(uz)=3e; + 3ey + ez = us.

uy, Uy et ug sont trois vecteurs propres associés aux trois valeurs propres 2,1, 3.
(b) On déduit

Mps(f) =

S O N
o = O
w o O
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Exercice 3
On considére la suite (uy,),>o définie par ug = 0, u; = 1 et la relation de récurrence :

Vn >0 Upto = Upi1 + Up.

On veut trouver une formule donnant le terme général u,, en fonction de n. Pour cela, on construit
une suite de vecteurs (V},),>¢ définie par :

Vn >0 Vn:[ tn }
Un+1

1. Gréace a la relation de récurrence u, 19 = —u,+1 + 2u,, on trouve : us = —1, ug = 3, donc
‘/0 - [07 ]-]/a ‘/1 = []-7 _]-]/a ‘/2 = [_173]/

2. On a la relation de récurrence d’ordre 1 : V,,,1 = AV,,, avec
0 1
A [ o } |

Vn >0 Vi, = A"V

3. On en déduit que :

4. Les valeurs propres de A sont \; = —2 et Ay = —1. Les espaces propres sont définis par :

E), = Vect (_12) , E), = Vect G) .

On pose

on a

e (GG DGR ()5 ()
On a donc
Uy =1— (=2)".

Exercice 4
1. La projection orthogonale de uy sur Vect(u;) est

< U2, U1 > 1 ,
—u; = —=(1,1,1)".
< U, U > ! 3< T )

2. (a) On compléte la famille (uy, uy) par e3 = (0,0, 1)".
(b) On trouve B par Gram-Schmidt :

< Ug,V1 > ’ 1 / 1
vy =y, Uy =y — 2 T (1, =1, 1) = Z(1,1,1) = =(2, —4,2),
! ! 2 2 < V1,01 > ! ( ) 3( ) 3( )
< Uz, v; > < Uz, Vg > , 1 , 11 1
= uy— - = (0,1,1)—=(1,1,1)—==(2, —4,2) = =(—1,0,1).
U3 us <1)1,U1>,U1 <1)2,U2>,U2 (7 7) 3(7 7) 43(7 7) 2( 77)

On pose :
v = (1,1,1), 09 = (1,-2,1), 03 = (—1,0, 1).
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(c) La matrice de 7 par rapport a B est

1 00
MB,B<7T>: 010
0 00
(d) Soit
1 -1
P=Mp umid=11 -2 0],
1 1 1
on a alors
1/2 0 1/2
Mcan’can(ﬂ):PM&B(w)P*l: 0 1 0
/2 0 1/2

3. Le vecteur de F' qui minimise d(v; F') est la projection orthogonale de v sur F' (w(v)). Il
suffit donc de calculer

/2 0 1/2\ (1\ /5
0 1 0 ]{2]=5]4
1/2 0 1/2) \4 5

Exercice 5
1. A est une matrice orthogonale, donc A’A = Id, d

2. La troisiéme relation donne :
cosfcost +sinfsinf =0 <= cos(d — ') =0,

c’est & dire

0—0 = ou -0 =—

cosf) —sind
A= <sin9 cos )’

T
5.
3. 5160 =0+ %i, alors

f est alors la rotation d’angle 6.

4. (a) Dans ce cas, on a
cosf)  sinf
A= <sin9 —cos@) '
(b) Les valeurs propres sont 1 et -1.

(c) Soit g1 (resp. eq) le vecteur propre associé a la valeur propre 1 (resp. -1). On a alors
f(e1) = €1, f(e2) = —eg et &1 L 1. f est donc la symétrie orthogonale par rapport a la
droite vectorielle Vect(eq).

s

(d) Si @ =%, alors ey = (1,1). f est alors la symétrie orthogonale par rapport a la droite

d’équation y = x.

(e) Si on note (eq,ez) la base canonique de R?, il faut trouver la symétrie orthogonale qui

transforme e; en f(e;) = (cos,sinf), ce qui donne e; = (cos £,sin %).
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Le baréme est donné a titre indicatif

Exercice 1 (Questions de cours, 5 points)
1. Soit f une application linéaire.

(a) Rappeler la définition d’une fonction injective.
(b) Montrer que f est injective si et seulement si ker f = {0}.

2. Soient u et v deux vecteurs non nuls d’un espace euclidien F. Montrer que le projeté

orthogonal de v sur w est :
<u,v>

u.
u]?

3. Vrai ou Faux? +0.5 pour une bonne réponse, -0.5 pour une mauvaise réponse. Ne pas
justifier les réponses.

(a) Si deux vecteurs sont orthogonaux, ils sont linéairement indépendants.
(b) Une projection est une application linéaire inversible.
(c) L’application f(u) = 2u est une transformation orthogonale.

)

(d) Les espaces propres d'une application linéaire f sont orthogonaux deux a deux.

Exercice 2 (4 points)
Soit f endomorphisme de R? défini par

f(€1> =€ + 262 + €3
flea) = —5es
f(@g) = _2627

D

ol (e, e9,e3) est la base canonique de R3 notée can. Soit u le vecteur de R® de coordonnées
(1,—2,1) dans la base canonique et B = (u1, us, u3) la base de R? formée par les vecteurs

up = e +2ey, uy=-e;+es, uz=2e+ es.
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1. Donner M can(f) la matrice de f dans la base canonique.
2. (a) Vérifier que B est une base de R3.
(b) Quelles sont les coordonnées de u dans B7
(¢) Quelles sont les coordonnées de f(u) dans B?
()

3. (a) Montrer que uj,us et uz sont des vecteurs propres de f. Donner les valeurs propres
associées.

(b) Déduire de la question précédente Mpp(f) la matrice de f par rapport a B.

(c) En déduire la nature géométrique de 'application f.

()

1. Déterminer les valeurs propres et espaces propres de A.

Exercice 3 (4 points)
On considére la matrice A définie par

2. Diagonaliser A

On considére la suite (uy,),>o définie par up = 0, u; = 2 et la relation de récurrence :
Vn > 2 Upt2 = Upy1 + 2Up.
3. Exprimer u,, en fonction de n.

Exercice 4 (5 points)

On se place dans R? muni de la base canonique et du produit scalaire usuel. Soient les vecteurs
u; = (1,1,1) et us = (=1,1,1). On note s la symétrie orthogonale par rapport au plan F' =
Vect(uy, us).

—_

Compléter la famille (u;,us) en une base de R3.

N

A Taide du procédé de Gram-Schmidt, construire une base B = (vy, v9, v3) orthogonale de
R3 telle que Vect(uy,us) = Vect(vy, vy).

3. Quelle est la matrice de s par rapport a la base B (notée Mpp(s))?
4. Calculer la matrice de s par rapport a la base canonique (notée Mcan can($)).

5. Soit v le vecteur de coordonnées (—1,5,2) dans la base canonique. Donner les coordonnées
(dans la base canonique) du vecteur s(v)

Exercice 5 (2 points)
Soit B = (e1, e3) la base canonique de R? et f une application linéaire de R? dans R?. On note A
la matrice de f par rapport a la base canonique :

2
A= tasln) = ()

ou (a,b) € R* a #0,b# 0.

. Pour quelle(s) valeur(s) de (a,b) Papplication f est-elle une transformation orthogonale ?

—_

. Calculer les valeurs propres de A et montrer que A est diagonalisable.

. Donner les espaces propres de A.

= W N

. On suppose dans cette question que a = b = 1. Caractériser géométriquement f.
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Correction

Exercice 1
1. (a) f est injective si
v # 3 = f(x) # f(2'),
ou encore
flx)=f(2) = x =2

(b) Supposons f injective. On sait que f(0) = 0 (car f est une application linéaire) donc
0 € ker(f). Soit u # 0, f étant injective f(u) # f(0) = 0, aucun autre élément de E ne
peut avoir pour image 0, donc ker(f) = {0}.

Réciproquement, soit u et v deux vecteurs de E ayant la méme image (f(u) = f(v)), on
a alors :

flu—v)=0<«<= (u—v) €ker(f) <= u=w.
2. Soit u et v deux vecteurs non nuls de E. La projection orthogonale de v sur u est de la
forme Au, il faut trouver A\. On a par construction < u,v — Au >= 0. Il vient
<u,v>  <uv>

<UV> A< u,u>=0<= A= =
<u,u > ||l |?

3. V-F-F-F
Exercice 2
1. La matrice de f par rapport a la base canonique est :

1 0 0
A= Mcan,can(f) =12 0 —2
1 =05 0

2. (a) Soit P la mtrice de passage de la base canonique a B :

1 10
P=Mpgean(id) |2 0 2
011
det P = —4 # 0 donc B est une base de R3.
(b) Les coordonnées de u dans B sont :
1 1 2 1 =2 1 1 —1
Pt -2 =702 -1 2 “2]=513
1 -2 1 2 1 —1
(c) Les coordonnées de f(u) dans can sont :
1 1
Al-2] =10
1 2
Les coordonnées de f(u) dans B sont :
1 —1
1
Plo] = 5 3
2 1
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3. (a) Il suffit de calculer f(uq), f(uz) et f(us) :
flur) =wi,  flus) = w2, f(us) = —us.

u1, ug et ug sont trois vecteurs propres associés aux trois valeurs propres 1,1, —1.
(b) On déduit
0
0
—1

Mps(f) =

OO =
o = O

(c) On déduit que f est la symétrie par rapport au plan F' = Vect(uq, ug) parrallélement a
la droite vectorielle Vect(us).

Exercice 3
1. Les valeurs propres sont : \y = 2 et Ay = —1. On trouve les espaces propres : F), =
Vect(ey + 2e9) et E), = Vect(e; — e2).

2. On adonc A = PDP~! avec

(11 L1101
po (b 1) @ ety ).
3. On construit une suite de vecteurs (V},),>0 définie par :

Vn >0 Vv, = { tn } )

un—i—l

Gréace a la relation de récurrence u, o = u,y1 + 2u,, on obtient V, ., = AV,, et on déduit

V, = A"V,. On calcule A™ :
o 1 foong2(=1)r 2n (1)t
n __ n 1_ -
A" = PD"P — 3 <2n+1 +2(_1)n+1 2n+1 + (_1)n+2
On obtient alors
Uy = 2" 4 2(—1)"

Exercice 4
1. On compléte la famille (u1, us) par un vecteur de R? linéairement indépendant de u; et us,
prenons par exemple ez = (0,0, 1)".

2. On trouve B par Gram-Schmidt :

< Ug,V1 > 1 1

= =Uuy— —————u=(—-1,1,1) = =(1,1,1) = =(-4,2,2) ~ (-2,1,1)
(%1 Uy, V2 U2 <Ul,'U1>v1 ( 5 L ) 3(7 ) ) 3( ) Sy ) ( ) )7
< us,v; > < us, Vg > , 1 , 1 , 1
= U3 — — =(0,0,1) — =(1,1,1) — =(—-2,1,1) = =(0,—1,1).
U3 us <1)1,Ul>v1 <1)2,'U2>,U2 (7 ; ) 3(7 ) ) 6( ) Ly ) 2(7 ; )
On pose :

o1 =(1,1,1), 09 = (=2,1,1), 03 = (0, —1,1).

3. La matrice de s par rapport & B est

o O

Mlg,B(S) =

o O =
O = O
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4. Soit

1 -2 0 1 2 2 2
P=Mpgean(id)=[1 1 -1 et P7l= G -2 1 1
1 1 1 0 -3 3
On a alors
100
Meancan(s) = PMpg(s)P' = [0 0 1
010
5. Il suffit donc de calculer
1 00 —1 —1
0 01 5 1=1 2
010 2 5
Exercice 5
1. f est une matrice orthogonale si et seulement si |a| = |b| = 1.
2. Les valeurs propres de A sont A\; = ab et \y = —ab. Comme a et b sont différents de 0, les

deux valeurs propres sont distinctes et A est donc diagonalisable.

3. On trouve comme espace propre :
E,, = Vect(1,b/a), FE,\, = Vect(1l,—b/a).

4. f est la symétrie orthogonale par rapport & F),, c’est-a-dire par rapport a la droite d’équa-
tion y = .
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Le baréme est donné a titre indicatif

Exercice 1 (Questions de cours, 5 points)
1. Enoncer I'inégalité de Cauchy-Scwhartz.

2. Enoncer l'inégalité triangulaire.
3. Démontrer I'inégalité triangulaire (on pourra utiliser I'inégalité de Cauchy-Scwhartz).
4

. On se place dans R? et on considére p la projection orthogonale sur l'axe des abcisses.
Déterminer ker(p).

5. Soit f : E — F une application linéaire ot E est un espace euclidien. Montrer que les deux
assertions suivantes sont équivalentes :

(a) f conserve les normes (Yu € E, ||f(u)|| = ||ul]);

(b) f conserve le produit scalaire (V(u,v) € E% < f(u), f(v) >=< u,v >);

On rappelle qu'une application qui vérifie ces conditions est appelée application orthogonale.

(c) Soit B = (ey,...,e,) une base orthonormée de E. Montrer que f est une application
orthogonale si et seulement si (f(e1),..., f(e,)) est une base orthonormée de E.

Exercice 2 (4 points)
Soit f 'endomorphisme de R?® défini par

f(el) = 561
f(eg) = 861 + e9 — 663
f(eg) = 861 - 462 — €1,

ol (e, e9,e3) est la base canonique de R* notée can. Soit u le vecteur de R® de coordonnées
(1,—2,1) dans la base canonique et B = (u1, ug, u3) la base de R? formée par les vecteurs

up = —4e; +2e3 +3e3, uz =€, uz=ey —es.
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1. Donner les matrices suivantes :
A= Mcan,can(f)a P = MB,can(id)a P_l = Mcan,B(id) et C= MB,B(id)

ot id : R? — R3 est I’application identité de R3.
2. (a) Quelles sont les coordonnées de u dans B?
(b) Quelles sont les coordonnées de f(u) dans B?

3. (a) Montrer que uy,us et uz sont des vecteurs propres de f. Donner les valeurs propres
associées.

(b) Déduire de la question précédente Mpp(f) la matrice de f par rapport a .

(¢) En déduire la nature géométrique de 'application f.

Exercice 3 (4 points)
On considére un endomorphisme f de R? dont la matrice dans la base canonique est :

1/3 1/3 1/3
A=|1/3 1/3 1/3
1/3 1/3 1/3

Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de A.
En déduire une matrice de passage P et une matrice diagonale D telles que A = PDP~!,

Calculer A?, ker(A) et Im(A). Caractériser géométriquement Papplication f.

- W o

On considére maintenant un endomorphisme g dont la matrice dans la base canonique est :

-1/3 2/3  2/3
B=2A-13=1| 2/3 -1/3 2/3
2/3  2/3 —=1/3
Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de B.
5. En déduire une matrice de passage Q et une matrice diagonale A telles que B = QAQ!.

6. Calculer B? et caractériser géométriquement Papplication g.

Exercice 4 (5 points)
Soit p : R?* — R? 'application définie par

-1 1
A= Mcan,can<p> =(-111
-1 11
ol can = (ey, ey, e3) désigne la base canonique de R3.
1. Montrer que p est un projecteur.
2. Donner une base B de R3 telle que
100
MB,B(p) = O O O
000
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3. Déduire de la question précédente I'espace vectoriel sur lequel p projette ainsi que 1’espace
vectoriel parallélement auquel p projette.

4. On désigne par h I’homothétie de rapport 3
h:R®— R
u— 3u

Donner Mp g(h) la matrice de h par rapport a la base B.

5. Soit ¢ l'application composée = h o p. Donner les matrices :

Mcan,can(%@) et MB,B(QP)'
6. A-t-on h op = po h. Justifier.

Exercice 5 (5 points)
On se place dans R? muni de sa base canonique can = (ey, €9, €3). Soit deux vecteurs u; = e;+ex+-e3
et ug = 2e; — ey. On considére s la symétrie orthogonale par rapport au plan P = Vect(us, usg).

1. A l'aide du procédé de Gram-Schmidt, donner une base B telle que
0
0

1
MB,B(S) = 0
0 -1

S = O

2. En déduire la matrice Mcan can(s) et 'image du vecteur v = 2e; + 3ez + Tes par s (les calculs
peuvent étre un peu “difficiles”...).

3. Quel est le vecteur de P le plus proche (au sens de la distance euclidienne) du vecteur v.
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Correction

Exercice 1

Exercice 2

1. On a
5 8 8 -4 1 0 1 01 1 1 00
A=|0 1 -4}, P=12 0 1|, Pl = R 54 4|, C=1010
0 -6 —1 3 0 —1 0 3 —2 001

2.(a) ug = P Muca, = 1/5(—€1 + ea — 8e3).
(b) f(t)can = Atcan = —3e; — 6ey + 11ez, on déduit f(u)g = P71 f(U)ean = €1 + €2 — 8e3.
3. On a
f(ul) = 2061 — 1062 — 1563 = —5U1
f(UQ> = 561 = 5U1
f(U3) = 562 - 563 = 5U3

4. On déduit
-5 0 0
Mpp(f)={1 0 5 0
0 05

5. f est la composée d’une symétrie et d’'une homothétie.

Exercice 3
1. A1 = 1 est valeur propre simple, Ay = 0 est valeur propre double. Les sous-espaces propres
sont :

E,, =ker(A — I3) = Vect(e; + €2 +e3), F), = ker(A) = Vect(e; — e3,e2 — €3).

2. On choisit comme matrice de passage

1/v3 0 2/v6
P=1|1/v3 -1/vV2 -1/v6 |,
1/vV3 1/v/2 —1/V6

on a donc

1/V/3 0 2/v/6 100 1/vV/3 1/vV3  1/V/3
A=PDP = | 1/V/3 —1/vV2 —1/V6 00 0 0 -1/v/2 -1/v6
1/vV3 1/vV/2 —1/v6 00 0 2/V6 —1/v6 —1/v6

3. A? = A, A est donc la projection sur Im(A) = Inv(A) = ker(A — I3) parallélement & ker(A).

4. A1 = 1 est valeur propre simple, A\ = —1 est valeur propre double. Les sous-espaces propres
sont les mémes qu’a la question 1).
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5. Il suffit de prendre A = 2D — I3 et () = P puisque
B=2A—13=2PDP '~ 1I3=P2D)P ' -~ PP ' = P(2D — I;)P".

6. B* = I5. g est donc la symétrie par rapport a E, = ker(A — I3) parallélement a E), =

ker(A).
Exercice 4

1. A2 = A.

2. On peut calculer les espaces propores, mais il est plus simple de passer par le noyau et
I'image :

Uy =e€e;+ex+e3, Uy =€ +€e, U3=e+es.
3. On projette sur la droite vectorielle Vect(u,) parallélement au plan Vect(ug, ug).

4. 11 est facile de voir que

3 00
Mgs(h)=[0 3 0
00 3
5. On déduit
-3 3 3 3 00
Mcan,can((p): -3 3 3 ) M&B(SO): 000
-3 3 3 000

6. Oui, il suffit de vérifier que le produit des matrices associées aux applications comutent.

Exercice 5
1. On compléte (uy,us) en une base de R? en posant uz = e;. A l'aide de G-S, on obtient

fi=ei+er+es, fo=0>5e —4des—e3, f3=3e; + 6es— 9es.

2. Soit

1 5 3

P=Mgen(id)=11 —4 6

1 -1 -9

On a alors

1 42 84 —36
Mcan,can<5) = PMB,B<S)P71 = % 72 —36 54
-8 14 R4

D’ou s(v) = 55(84€; + 414ey + 614es).

3. La solution est la projeté orthogonal de v sur P. On a

1
p(v) =1/2(v + s(v)) = %@3261 + 342e5 + 622e¢3).
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Le baréme est donné a titre indicatif

Exercice 1 (Questions de cours, 5 points)
1. Soit E un espace vectoriel de dimension finie muni d’un produit scalaire (noté < .,. >).

(a) Rappeler la définition d’une famille libre.
(b) Rappeler la définition d’une famille orthogonale.
(c) Soit (eq,...,e,) une famille orthogonale de E. Montrer que cette famille est libre.

2. On se place dans R? muni de la base canonique can = (ey, e3). Soit p la projection orthogo-
nale sur Vect(e; + e3). Déterminer ker(p) et Im(p).

3. Soit f: E — FE une application linéaire ot E est un espace euclidien de dimension n.

(a) Montrer que les deux assertions suivantes sont équivalentes :
— f conserve les normes (Yu € E, || f(u)|| = ||u||);
— f conserve le produit scalaire (V(u,v) € E?, < f(u), f(v) >=< u,v >);
On rappelle qu’une application qui vérifie ces conditions est appelée application ortho-

gonale.
(b) Soit B = (ey,...,e,) une base orthonormée de E. Montrer que f est une application
orthogonale si et seulement si (f(e1),..., f(e,)) est une base orthonormée de FE.

Exercice 2 (4 points)
On se place dans R? muni de sa base canonique can = (ey, e). Soit f : R? — R? une application
linéaire définie par

1 /-3 —4
A:Mcan,can(f)zg (_4 3)

1. Soit u = 3e; + e2. Quelles sont les coordonnées de f(u) dans la base canonique.

2. Soit B = (v1,v9) la base formée par les vecteurs v; = €1 et vy = €3 — 2eq. Calculer C' =
Mp (f) la matrice de f par rapport a la base B.

3. Quelle sont les coordonnées de f(u) dans B.

Laurent Rouviére 74 MASS-Algebre



6.

La matrice A est-elle diagonalisable? Si oui, donner sa forme diagonale D, la matrice de
passage P correspondante ainsi que la relation entre A, P et D.

Sans calcul, déduire de la question précédente les valeurs propres de C' (justifier votre
réponse).

Quelle est la nature géométrique de f. Faire un dessin.

Exercice 3 (3 points)
On considére la matrice A définie par

1.
2.
3.

()

Calculer les valeurs propres et les espaces propres de A.
Diagonaliser A.

On consideére la suite (u,),>o définie par ug = 0, u; = 1 et la relation de récurrence
Vn > 2, Upio = 2Upiq + Uy

Exprimer u,, en fonction de n.

Exercice 4 (4 points)

On se place de R* muni de sa base canonique can = (ey, e, €3). Soit u et v deux vecteurs de R? de
coordonnées (uy,us,us)" et (vy,vs,v3)" dans la base canonique. On considére ¢ la forme bilinéaire
symétrique définie par

L e

D.

¢:R¥*xR* =R

(u,v) = 3ugvy + Dugvy + buzvsg — 3ugvy — Jugvy + 3uivs + 3uzv; — Sugvs — Huzvy

Montrer que ¢ est un produit scalaire.
Quelle est la matrice de ¢ par rapport a la base canonique (on la notera Mj).
Soit w = e; — ey + 2e3 et z = e; — e3. Calculer p(w, z).

Donner une base B = (fi, f2, f3) de R? dans laquelle la matrice de ¢ est diagonale ainsi que
la matrice de ¢ par rapport a cette nouvelle base (notée My).

Donner la relation entre les matrices M; et Ms.

Exercice 5 (4 points)

On se place dans R? muni de sa base canonique can = (ey,eq,€3). Soit u; = e; + ey + e3 et
uy = 2ey — ez deux vecteurs de R3. On considére p la projection orthogonale par rapport au plan
P = Vect(uq, usg).

1.

A T’aide du procédé de Gram-Schmidt, donner une base B telle que

1 00

MB,B@): 0 1 O
0 00

2. En déduire la matrice M can(p) (les calculs peuvent étre “difficiles”).

3. Soit v = 2e; + 3es + Tes. Quel est le vecteur de P le plus proche (au sens de la distance

euclidienne) du vecteur v.

Soit s la symétrie orthogonale par rapport au plan P. Calculer s(v).
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Correction

Exercice 1
Voir cours

Exercice 2
. On a f(u) = 1(—13e; — 9e).
2. Ona C = P 1'AP avec

1
P = Mg can(id) = <(1) _12) et P7l= 3 (g _11) .

1/=5 0
C_3<2 Q'

3. Les coordonnées de f(u) dans B sont données par

S e R )

4. A admet 2 valeurs propres \; = 1 et Ay = —1. On trouve

—_

E\, = Vect(e; — 2e3) et FE), = Vect(2e; + e3).

1 0 1 2
po(h %) w re (1,9

5. Les valeurs propres de f sont invariantes par changement de base, les valeurs propres de C
sont donc les mémes que celles de A.

Dot A = PDP~! avec

6. f est la symétrie par rapport a F), parallélement a F),.

Exercice 3
1. A admet 2 valeurs propres A\; = 3 et Ay = —1. On trouve

E)\l = Vect(el + 362) et E)\Q = Vect(el — 62).

2. Dot A = PDP~! avec

3. On a
Vn+1 — (unJrl) - AVn

Un+2
Par conséquent V,, = A"V;. Or A" = PD"P~!, d’oul

- 4 3n+1+3(_1)n+1 3n+1+(_1)n+2 n 4 3n+1+(_1)n+2 :

Ainsi u, = $(3" + (=1)"*™).
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Exercice 4
1. On utilise la méthode de Gauss. Pour u = xe; + yes + zes, on a

q(u) =3(x —y +2)* +2(y — 2)* + 2%

On conclut que ¢ est un produit scalaire.

2. On a
3 -3 3
Mi=|-3 5 =5
3 -5 6
3. On trouve p(w, z) = —8.
4. On pose
X 1 -1 1 T T
Z 0 0 1 z z

et B = (fi, f2, f3) la base formée par les colonnes de I'inverse de la matrice P :

f1 = €1
fa =e1+es.
fs =ex+es
On a alors
300
My=10 2 0
0 01

5. Il suffit d’écrire la formule de changement de base pour un produit scalaire M; = P'M,P..

Exercice 5
1. On compléte (u1,usz) en une base de R? en posant uz = e3. A I'aide de G-S, on obtient

fi=ei+etes, fo=—e +5ey—4es, f3=—9¢e + ez + Ges.

2. Soit

1 -1 -9

P = M&can(id) =11 5 3

1 -4 6

On a alors

1 45 27 54
Mcan,can(])) = PMB,B(p)Pil = 56 27 117 —18
54 —18 90

3. La solution est la projeté orthogonal de v sur P : ﬁ(54961 + 279¢5 + 684e3).
4. On a

1
$(v) = 2p(v) —v = - (846e1 + 180e; + 486¢).
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