
Li
en
e MASS 2 2009-2010
TD 0 : Matri
es

Exer
i
e 41. ||x|| =
∑4

−=1 xi, don
, ||u|| = 28, ||v|| = 70, ||w|| = 5.2. < u, v >=
∑4

i=1 uivi = 0, < u, w >= −3, < u, w >= 0.3. u′v = 0,
uv′ =









5 10 20 −35
−1 −2 −4 7
1 2 4 −7
1 2 4 −7









.Pour pouvoir 
al
uler le produit matri
iel AB, il faut que le nombre de 
olonnes de A soitégal au nombre de lignes de B don
 uv est impossible.4. u′w = −3, w′u = −3, uw est impossible.5. v′w = 0 et
vw′ =









0 2 −1 0
0 4 −2 0
0 8 −4 0
0 −14 7 0









.Exer
i
e 71. X ′X est de dimension p × p.2. On note xij l'élément de la ième ligne et la jème 
olonne de X (i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , p). Onnote également yst l'élément de la sème ligne et la tème 
olonne de X (s = 1, . . . , p, t = 1, . . . , p).On a alors :
yst =

n
∑

k=1

xksxkt.3. Il dé
oule de la formule pré
édente que X ′X est symétrique.4. X ′
(i)X(i) est de dimension p × p.5. xi est de dimension p × 1.6. Soit zst l'élément de la sème ligne et la tème 
olonne de X ′

(i)X(i) + xix
′
i (s = 1, . . . , p, t =

1, . . . , p). Montrons que zst = yst. On a :
zst =

n
∑

k=1,k 6=i

xksxkt + xisxit =
n
∑

k=1

xksxkt = yst.Exer
i
e 8
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Comme l'inverse d'une matri
e symétrique est une matri
e symétrique, on obtient :
X ′X =





25 0 0
0 9.3 5.4
0 5.4 12.7



 .Comme X ne possède que des 1 sur sa première 
olonne, on déduit que X possède 25 lignes.Le 
oe�
ient de 
orrélation linéaire empirique est donné par
ρ =

∑

(X2 − X̄2)(X3 − X̄3)
√

∑

(X2 − X̄2)2(X3 − X̄3)2
=

n
∑

X2X3 −
∑

X2

∑

X3
√

(n(
∑

X2
2 ) − (

∑

X2)2)(n(
∑

X2
3 ) − (

∑

X3)2)

=
25 ∗ 5.4 − 0 ∗ 0

√

(25 ∗ 9.3 − 0)(25 ∗ 12.7 − 0)
= 0.496Exer
i
e 9On a

B =

(

1 0
2 3

)

− 2

(

1 3
2 −1

)

=

(

−1 −6
−2 +5

)

,Par 
onséquent
A =

(

1 3
2 −1

)

+ 2

(

−1 −6
−2 +5

)

=

(

−1 −9
−2 9

)Exer
i
e 10Les résultats sont résumés dans le tableau suivant :Matri
e 1 2 3 4 5 6 7 8 9
det -26 18 4 + 2i 1 1 2abc -16 (ad − bc)2 720.Exer
i
e 111. C1 = 10C2 + C3 les ve
teurs 
olonnes sont liés don
 le déterminant est nul.2. On a

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 8 5
2 8 9
6 4 6

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 8 9
0 8 5
6 4 6

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 8 9
0 8 5
0 −20 −21

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 8 9
0 8 5
0 0 −17

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 17 ∗ 163. Le déterminant est de la forme :
∣

∣

∣

∣

a a + 100
b b + 100

∣

∣

∣

∣

= 100(a − b).Exer
i
e 12On trouve :
A−1 =

1

8





3 −1 −1
−1 3 3
−1 −5 3



 , A−1 =





1 a a2

0 1 a
0 0 1



 , A−1 =









0 1 1 0
1 −1 −1 0
−1 0 1 1
−1 0 0 1








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Exer
i
e 13
β(X ′X)−1X ′y =









2
2.55
−0.57
1.88







Exer
i
e 14On remarque d'abord que u′M−1v est un s
alaire, don
 
omme M est symétrique on a u′M−1v =
v′M−1u. On a ainsi :

(M + uv′)

(

M−1 − M−1uv′M−1

1 + u′M−1v

)

= I + uv′M−1 − uv′M−1 + uv′M−1v′M−1

1 + u′M−1v

= I + uv′M−1 − uv′M−1(1 + v′M−1u)

1 + u′M−1v
= I.Exer
i
e 15

det(D∆) =

∣

∣

∣

∣

ax + by −ay + bx
−bx + ay ax + by

∣

∣

∣

∣

= (ax + by)2 + (bx − ay)2

= det(D) det(∆) = (a2 + b2)(x2 + y2)Exer
i
e 16Les matri
es A et D ne sont pas inversibles.
B−1 =





2.5 3 0
−1.5 −2 0
−1.5 −3 1



 , C−1 =





0 1 5/4
0 1/2 1/2

−5/3 −1/3 −1/4



 , E−1 =
1

134





36 206 2
−13 −93 3
−13 −32 14





F−1 =
1

5





2 −1 −1
−1 3 3
0 −5 0



 , G−1 =
1

12









4 −6 −6 4
−6 0 6 0
0 6 6 0
−2 0 −6 4









H est inversible si et seulement si abc 6= 0. Dans 
e 
as :
H−1 =





1/a −2/ab 0
0 1/b 0

−3/ac (6 − 2a)/(abc) 1/c



Exer
i
e 171. rang 2.2. On trouve det(B) = 4a2(2a − 2).� Si a 6= 0 et a 6= 1 le rang vaut 3.� Si a = 0 ou a = 1 la matri
e est de rang 2.3. rang 3.4. rang 3.MASS 2-Algèbre 3 Laurent Rouvière - TD 0



5. On trouve det(E) = a3 + b3.� Si a = −b et a 6= 0 alors det(E) = 0 et la sous-matri
e d'ordre 2 en haut à gau
he possèdeun déterminant égal à a2 6= 0 don
 le rang vaut 2.� Si a = b = 0, la matri
e est nulle (rang 0).� Si a 6= −b le rang vaut 3.Exer
i
e 18? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ?Exer
i
e 19On trouve det(A) = −(m + 5)(m + 1).� Si m = 5 ou m = −1 le rang de A vaut 2.� Si
m 6= 5et m 6= −1 le rang vaut 3. A est alors inversible et les 5 
oe�
ients demandés sont trouvés dansla matri
e inverse qui est

A−1 =























1

m − 5

1

m − 5
− 1

m − 5

m − 2

m − 5

5m − 7

(m − 5)(m + 1)
− 7m − 17

(m − 5)(m + 1)

1

m − 5

6

(m − 5)(m + 1)

m − 11

(m − 5)(m + 1)























.
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Li
en
e MASS 2 2009-2010TD 1 : Bases et appli
ations
Exer
i
e 1� A1 = {(x, y) ∈ R2 : 2x + 3y = 0}. Soit u = (x1, y1), v = (x2, y2) deux éléments de A1 et λ,

µ deux réels. λu + µv = 0 don
 λu + µ ∈ A1 don
 A1 est un sous-espa
e ve
toriel de R
2. Onremarque que A1 = {(x,−2/3x)|x ∈ R, don
 A1 = Ve
t(1,−2/3).� Soit u = (x1, y1), v = (x2, y2) deux éléments de A2. Soit w = 1u + 1v, w a pour 
oordonnées

(x1 + x2, y1 + y2) et 2(x1 + x2) + 3(y1 + y2) = 2 6= 1 don
 w = u + v /∈ A2 don
 A2 n'est passtable par 
ombinaison linéaire, 
e n'est pas un sous-espa
e ve
toriel.� Comme
A3 = {a(1, 1) + b(1,−1)|a, b ∈ R} =

{

a

(

1
1

)

+ b

(

1
−1

)

: a, b ∈ R

}

= Ve
t((1
1

)

,

(

1
−1

))

.Don
 A3 est un sous-espa
e ve
toriel de R2 de dimension 2 (et don
 A3 = R2).Exer
i
e 2� F1 est non vide, il 
ontient par exemple la fon
tion x 7→ 0. Soit f et g deux fon
tions de F1 :
(λf + µg)(−x) = λf(−x) + µg(−x) = λf(x) + µg(x) = (λf + µg)(x),don
 (λf + µg) ∈ F1 et F1 est ainsi un sous-espa
e ve
toriel de Fonct(R, R).� On montre de même que F2, F3 et F5 sont des sous-espa
es ve
tories de Fonct(R, R).� Soit f et g deux éléments de F4, 1f +1g = 2 =⇒ 1f +1g /∈ F4 don
 F4 n'est pas un sous-espa
eve
toriel de Fonct(R, R).Exer
i
e 3Soit E un espa
e ve
toriel. Soit (u1, . . . , u4) une famille libre de E.1. Que savez-vous sur la dimension de E ? dim(Ve
t(u1, . . . , u4) = 4, 
omme Ve
t(u1, . . . , u4)est un sous-espa
e ve
toriel de E, on a dimE ≥ 4.2. Les familles suivantes sont-elles libres :� (u1, u2, 0, u4) : non, 
ar 0u1 + 0u2 + 1u3 + 0u4 = 0.� (u1, u2, u3 + u4, u4) : oui, 
ar ∑4

i=1 αiui = 0 implique αi = 0 pour tout i.� (u1, u2, u3) : oui pour la même raison.� (u1, u2 + u3, u4) : oui.Exer
i
e 4Soit E un espa
e ve
toriel. Soit (u1, . . . , u4) une famille génératri
e de E.1. Que savez-vous sur la dimension de E ? Si (u1, . . . , u4) n'est pas libre, ∃(λ1, . . . , λ4) 6=
(λ′

1, . . . , λ
′
4) tel que :

u = λ1u1 + . . . + λ4u4 = λ′
1u1 + . . . + λ′

4u4On peut ainsi exprimer tout ve
teur de E en fon
tion de (u1, u2, u3), don
 dimE ≤ 4.MASS 2-Algèbre 1 Laurent Rouvière - TD 1



2. Les familles suivantes sont-elles génératri
es :� (u1, u2, u3, 0, u4) : oui.� (u1, u2, u3 + u4, u4) : oui. u = λ1u1 + . . . + λ4u4 = λ1u1 + λ2u2 + λ3(u3 + u4) + (λ4 − λ3)u4.Exer
i
e 5Dans R3, déterminer si les familles sont génératri
es, libres, liées, forment des bases. Si la familleest une base, 
al
uler les 
oordonnées des ve
teurs de la base 
anonique dans 
ette nouvelle base.1. u1 = (1, 2, 3)′, u2 = c(4, 0,−1)′ et u3 = (3, 7, 9)′ : det[u1, u2, u3] = 13 6= 0, don
 
'est unebase. On a :




u1

u2

u3



 =





1 2 3
4 0 −1
3 7 9









e1

e2

e3



Il faut résoudre le système, 
e qui revient à inverser la matri
e. On trouve : e1 a pour 
oordoo-nées : ( 7
13

, 3
13

,− 2
13

). e2 a pour 
oordoonées : (−3, 0, 1). e3 a pour 
oordoonées : (28
13

,− 1
13

,− 8
13

).Ce
i revient à 
al
uler P−1.2. mêmes ve
teurs u1 et u2 et u3 = (−1, 14, 19). detP = det[u1, u2, u3] = 32 6= 0, don
 
'est unebase. On a 
ette fois :
P−1 =





7/16 −75/32 7/4
1/8 11/16 −1/2

−1/16 13/32 −1/4



Exer
i
e 6Soit f une appli
ation linéaire, montrer que : Ker f = {0} ⇔ f est inje
tive.� Si f est inje
tive alors pour tout u 6= v, f(u) 6= f(v). Or f est une appli
ation linéaire don

f(0) = 0. Il ne peut don
 exister de ve
teur u non nul tel que f(u) = 0 : on a bien Ker f = {0}.� Si Ker f = {0}. Supposons que f ne soit pas inje
tive, alors il existe deux ve
teurs distin
ts uet v tels que f(u) = f(v). Mais alors par linéarité de f , on a f(u − v) = 0, ave
 (u − v) 6= 0 :
e
i 
ontredit Ker f = {0}.Exer
i
e 7Soient a, b, c, d, des s
alaires et l'appli
ation f :

R
2 → R

2
(

x
y

)

7→ f

(

x
y

)

=

(

ax + by
cx + dy

)1. (a) Dans la base 
anonique de R2, si u = [x, y]′ = xe1 + ye2, alors f(u) = Au, ave
 :
A =

[

a b
c d

]

,
e qui revient à dire que f est une appli
ation linéaire de R2 dans R2, dont la matri
edans la base 
anonique est A.(b) L'image par f des ve
teurs e1 et e2 se lit sur les 
olonnes de la matri
e A : f(e1) =
ae1 + ce2 et f(e2) = be1 + de2.(
) Soit u = xe1 + ye2 un ve
teur de R2, alors l'image par f de u est donnée dans le texte :

f(u) = (ax + by)e1 + (cx + dy)e2.MASS 2-Algèbre 2 Laurent Rouvière - TD 1



2. Soit f1 l'appli
ation linéaire où a = b = c = d = 1/2, 
'est-à-dire :
A = M
an,
an(f1) =

[

1/2 1/2
1/2 1/2

]

.(a)
ker(f1) =

{(

x
y

)

∈ R
2 : f

(

x
y

)

= 0

}

=

{(

x
y

)

∈ R
2 : x + y = 0

}

=

{(

x
−x

)

: x ∈ R

}

= Ve
t(e1 − e2)Pour montrer que f1of1 = f1, il su�t de véri�er que A2 = A.(b) L'appli
ation f1 est don
 un proje
teur. L'ensemble de ses points invariants est l'en-semble des ve
teurs u tels que (f1)(u) = u, 
e qui s'é
rit en
ore :
A

[

x
y

]

=

[

x
y

]

⇐⇒ x = yet on obtient le sous-espa
e ve
toriel : Ve
t(e1 + e2) = R(e1 + e2).(
) Soit M un point de R2. Puisque f1 est un proje
teur, f1(M) est le projeté de M surIm(f1) parallèlement à ker(f1). Pour un proje
teur Im(f1) 
orrespond à l'ensemble despoints invariants, don
 f1(M) est don
 le projeté de M sur la droite y = x parallèlementà la droite y = −x.3. Soit f2 l'appli
ation linéaire où a = b = c = d = 1. Ave
 les mêmes notations qu'avant, ona don
 f2(u) = 2f1(u). Ainsi f2 est la 
omposée de la proje
tion orthogonale f1 et d'unehomothétie de rapport 2.4. Soit f3 l'appli
ation linéaire où a = d = 0, b = 1 et c = −1.(a) La matri
e de f3 dans la base 
anonique est
A =

[

0 1
−1 0

]

.Son déterminant vaut 1 don
 f3 est bije
tive et ker(f3) = {0}.(b) On voit que f3 est la rotation de 
entre l'origine et d'angle −π/2.5. Soit f4 l'appli
ation linéaire qui s'é
rit dans la base 
anonique :
A =

[

3/4 −1/4
−3/4 1/4

]

.où a = 3/4, b = −1/4, c = −3/4 et d = 1/4.(a) On trouve ker(f4) = Ve
t(e1 + 3e2), Im(f4) = Ve
t(e1 − e2) et Inv(f4) = Ve
t(e1 − e2).(b) On trouve que f4◦f4 = f4, i.e., f4 est un proje
teur. Plus pré
isément, 
'est la proje
tionsur la droite ve
torielle Im(f4) parallèlement à la droite ve
torielle ker(f4).(
) On a M2
c,c(f4) = M3

c,c(f4) = Mn
c,c(f4) = A. Ce
i est vrai pour tout proje
teur f etévident géométriquement : une fois qu'on a projeté le ve
teur sur Im(f) parallèlementà ker(f), réappliquer le proje
teur n'a plus au
un e�et.MASS 2-Algèbre 3 Laurent Rouvière - TD 1



x

y

y = 3x y = x

y = −x

θ = −

π

2

M

M1

M2

M3

M4Fig. 1 � Points M1, M2, M3 et M4.6. Soit M un point de R2 de 
oordonnées (x, y) : l'image de M par f4 est la proje
tion sur ladroite d'équation y = −x parallèlement à la droite d'équation y = 3x. Les points M1, M2,
M3 et M4 sont représentés �gure 1.Exer
i
e 8Soit f , une nouvelle appli
ation de

R
2 → R

2

(x, y) → f(x, y) =

(

3x − y + 3

4
,
−3x + y + 3

4

)L'appli
ation f n'est pas linéaire puisque f(0, 0) 6= (0, 0). Si on note
A =

1√
2

[

3/4 −1/4
−3/4 1/4

]

X =

[

x
y

]

B =

[

3/4
3/4

]

,on a la relation : f(X) = AX+B. Par analogie ave
 la dimension 1, on dit que f est une appli
ationa�ne.Exer
i
e 9Soit R2 l'espa
e ve
toriel muni de la base 
anonique (~e1, ~e2) = (~i,~j). Soit f la rotation de 
entreO (0, 0) et d'angle π/4 (f : R2 → R2 est une appli
ation linéaire). La matri
e A de f dans la base
anonique est
A =

1√
2

[

1 −1
1 1

]

.On a alors
~y = f(~x) =

1√
2

[

1 −1
1 1

] [

9/4
2/3

]

=
1

12
√

2

[

19
35

]

.
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Exer
i
e 10Soit, dans R3, les systèmes de ve
teurs suivants :
B : ~e1 = (1, 1, 0) ~e2 = (1,−2, 1) ~e3 = (0, 2, 1)

B′ : ~e′1 = (3, 2, 2) ~e′2 = (0,−3,−1) ~e′3 = (2,−3, 0)1. Il su�t de véri�er que les déterminants des matri
es formés par les va
teurs e1, e2, e3 et
e′1, e

′
2, e

′
3 sont non nuls.2. Notons� P la matri
e de passage de la base 
anonique à la base B ;� Q la matri
e de passage de la base 
anonique à la base B′ ;� R la matri
e de passage de la base B à la base B′.On a

P =





1 1 0
1 −2 2
0 1 1



 , Q =





3 0 2
2 −3 −3
2 −1 0



 .On a don
 R = P−1Q, 
'est a dire
R =

1

5





4 1 −2
1 −1 2
−1 1 3









3 0 2
2 −3 −3
2 −1 0



 =





2 −1/5 1
1 1/5 1
1 −6/5 −1



 .

PSfrag repla
ements
(R3,B′) (R3,B)

(R3, 
an)
R

Q

P−1

3. Soit f : R
3 → R

3 l'appli
ation linéaire dé�nie par :
f(~e1) = ~e1 + 2~e2 − ~e3 f(~e2) = ~e2 + 4~e3 + 3~e1 f(~e3) = −~e1 + 3~e3 + ~e2.On 
onnaît don
 la matri
e de f dans la base B, à savoir :

A = MB,B(f) =





1 3 −1
2 1 1
−1 4 3



 .

R est la matri
e de passage de la base B à la base B′, don
 D = R−1AR (D est la matri
ede f dans la base B′). On a don

D =





−32 23 11
−75 50 20
53 −34.4 −13



 .
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Li
en
e MASS 2 2009-2010TD 2 : Diagonalisation
Exer
i
e 1Soit P la matri
e de passage de la base 
anonique à la base B :

P = MB,
an(id) =









1 1 1 1
0 1 1 1
0 0 1 1
0 0 0 1







On déduit du diagramme suivant que C = P−1AP .
PSfrag repla
ements (R4, 
an) (R4, 
an)

(R4,B)(R4,B)
f, C

f, A

id, P id, P−1

On 
al
ule P−1 pour déduire C :
P−1 =









1 −1 0 0
0 1 −1 0
0 0 1 −1
0 0 0 1









, C =









1 0 −2 −2
0 2 2 2
0 0 1 0
0 0 0 2







Exer
i
e 21. Il faut exprimer f(i0) et f(j0) dans la base B0. Graphiquement, on lit :
f(i0) = cos(2π/6)i0 + sin(2π/6)j0 =

1

2
i0 +

√
3

2
j0.

f(j0) = cos(π/6)i0 − sin(π/6)j0 =

√
3

2
i0 −

1

2
j0.D'où

A0 =

(

1/2
√

3/2√
3/2 −1/2

)

.
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2. Soit P la matri
e de passage de B0 à B1 :
P = MB1,B0

(id) =

(

cos(π/6) − sin(π/6)
sin(π/6) cos(π/6)

)

=

(√
3/2 −1/2

1/2
√

3/2

)

.La matri
e de f par rapport à la base B1 est :
A1 =

(

1 0
0 −1

)

.On obtient grâ
e au diagramme 2
A0 = PA1P

−1.On peut 
al
uler P−1 de deux manières di�érentes :
PSfrag repla
ements (R2,B1) (R2,B1)

(R2,B0)(R2,B0)

id, P−1 id, P
f, A1

f, A0Fig. 2 � Changement de base pour f .� On inverse P ;� P−1 est la matri
e de rotation d'angle −π/6 par rapport à la base B0 :
P−1 =

(√
3/2 1/2

−1/2
√

3/2

)

.On retrouve la matri
e A0 en 
al
ulant PA1P
−1.Exer
i
e 31. La matri
eA admet deux valeurs propres distin
tes λ1 = 3, λ2 = 1, A est don
 diagonalisable.Pour trouver l'espa
e propre Eλ1

on résout :
{

5x − 2y = 3x
4x − y = 3x

⇐⇒ x = y.Don
 Eλ1
= Ve
t(e1 +e2) = Ve
t(1/√2(e1 +e2)). De même, on trouve Eλ2

= Ve
t(e1 +2e2) =Ve
t(1/√5(e1 +2e2)). Soit B la base (1/
√

2(e1 +e2), 1/
√

5(e1 +2e2)). A a pour représentationdans B :
(

3 0
0 1

)
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2. On a une seule valeur propre λ = 2 d'ordre de multipli
ité 2. Eλ = Ve
t(e2) est de dimension1, don
 B n'est pas diagonalisable.3. On a 3 valeurs propres : λ1 = 1, λ2 = 2, λ3 = 3 don
 C est diagonalisable. Eλ1
= Ve
t(e1 +

3/2e2 + 1/2e3) = Ve
t(2/√14(e1 + 3/2e2 + 1/2e3). De même,
Eλ2

= Ve
t(3e1 + 4e2 + e3) = Ve
t(1/√26(3e1 + 4e2 + e3))et
Eλ3

= Ve
t(1/2e1 + e2 + e3) = Ve
t(1/3e1 + 2/3e2 + 2/3e3).Dans la base formée des ve
teurs propres, C a pour matri
e :




1 0 0
0 2 0
0 0 3



 .4. On a deux valeurs propres : λ1 = 2 et λ2 = −1 (λ2 est d'ordre de multipli
ité 2). Eλ1
=Ve
t(e1 + e2 + e3) = Ve
t(1/√3(e1 + e2 + e3)). On trouve

Eλ2
={(x, y, z) ∈ R

3 : x + y + z = 0}

=











−y − z
y
z



 : (y, z) ∈ R
2







=







y





−1
1
0



+ z





−1
0
1



 : (y, z) ∈ R
2







=Ve
t((−e1 + e2), (−e1 + e3)) = Ve
t(1/√2(−e1 + e2), 1/
√

2(−e1 + e3))(il su�t de prendre deux ve
teurs non 
olinéaires dans R3 tels que leurs 
oordonnées véri�ent
x+ y + z = 0). Le sous espa
e Eλ2

est de dimension 2, D est don
 diagonalisable. Elle a pourreprésentation dans la base formé par les ve
teurs propres :




2 0 0
0 −1 0
0 0 −1



 .5. On a deux valeurs propres λ1 = −2 et λ2 = 2 (λ2 est d'ordre de multipli
ité 2). On trouve
Eλ1

= Ve
t(e1 − e2 + e3) = Ve
t(1/√3(e1 − e2 + e3))et
Eλ2

= Ve
t(−e1 + e2 + e3).

Eλ2
est de dimension 1 don
 E n'est pas diagonalisable.6. Le polyn�me 
ara
téristique vaut P (λ) = (λ−2)(−λ2 +2λ−2). On a une seule valeur propreréelle 2 d'ordre 1, F n'est don
 pas diagonalisable dans R. Si on se pla
e dans C, on a troisvaleurs propres distin
tes : λ1 = 2, λ2 = 1 + i et λ3 = 1 − i. Eλ1

= Ve
t(e1 + e2 + e3) =Ve
t(1/√3(e1 + e2 + e3). Pour les valeurs propres 
omplexes on obtient :
Eλ2

={(z1, z2, z3) ∈ C
3 : z2 = iz1, z3 = −iz1}

=







z1





1
i
−i



 : z1 ∈ C







= Ve
t 1
i
−i



 = Ve
t 1√
3





1
i
−i



 .
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et
Eλ3

= {(z1, z2, z3) ∈ C
3 : z2 = −iz1, z3 = iz1} = Ve
t 1√

3





1
−i
i



 .La représentation de F dans la base des ve
teurs propres est




2 0 0
0 1 + i 0
0 0 1 − i



 .7. 2 valeurs propres : λ1 = 5 d'ordre 1 et λ2 = −3 d'ordre 2. Eλ1
= Ve
t(e1 + 2e2 −

e3) = Ve
t(1/√6(e1 + 2e2 − e3)) et Eλ2
= Ve
t(−2e1 + e2, 3e1 + e3) = Ve
t(1/√5(−2e1 +

e2), 1/
√

10(3e1 + e3)). Eλ2
est de dimension 2 don
 G est diagonalisable, sa représentationdans la base formée par les ve
teurs propres est





5 0 0
0 −3 0
0 0 −3



 .Exer
i
e 41. A possède deux valeurs propres λ1 = 4 et λ2 = 1 don
 A est digonalisable.
Eλ1

= Ve
t(e1 + e2), Eλ2
= Ve
t(2e1 − e2).Soit B la base (f1, f2) = (e1 + e2, 2e1 − e2), P la matri
e de passage de la base 
anonique àla base B et D la représentation de A dans B :

P = MB,
an(id) =

(

1 2
1 −1

)

, D =

(

4 0
0 1

)

.On a D = P−1AP ou en
ore A = PDP−1, par suite
An = PDP−1 × PDP−1 × . . . × PDP−1 = PDnP−1.On a don


An =

(

1 2
1 1

)(

4n 0
0 1

)(

1/3 2/3
1/3 −1/3

)

=
1

3

(

4n + 2 4n+1/2 − 2
4n − 1 4n+1/2 + 1

)

.2. On a deux ra
ines 
omplexes λ1 = 3 +
√

2i, λ2 = 3 −
√

2i.
Eλ1

= {(z1, z2) ∈ C
2 : z2 = −i

√
2z1} = Ve
t( 1

−i
√

2

)

Eλ2
= {(z1, z2) ∈ C

2 : z2 = i
√

2z1} = Ve
t( 1

i
√

2

)Soit B la base de C2 dé�nie par (z1, z2) = (e1 − i
√

2e2, e1 + i
√

2e2). Ave
 les notations de laquestion pré
édente, on obtient :
P =

(

1 1

−i
√

2 i
√

2

)

, D =

(

3 + i
√

2 0

0 3 − i
√

2

)

=

(√
11 exp(iθ) 0

0
√

11 exp(−iθ)

)
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ave
 θ = Arg(3 + i
√

2) ≃ 0.4405. On a don

Bn =

(

1 1

−i
√

2 i
√

2

)(

(
√

11)n exp(inθ) 0

0 (
√

11)n exp(−inθ)

)(

1/2 i/(2
√

2)

1/2 −i/(2
√

2)

)

Bn = (
√

11)n

(

cos(nθ) − sin(nθ)/
√

2√
2 sin(nθ) cos(nθ)

)

.3. On a trois valeurs propres réelles : λ1 = 0, λ2 = 1 et λ3 = −1 don
 C est diagonalisable. Ontrouve
Eλ1

= Ve
t(e1 − e2), Eλ1
= Ve
t(e1 + e2 + e3), Eλ3

= Ve
t(e1 + e2 − 2e3).I
i,
P =





1 1 1
−1 1 1
0 1 −2



 , D =





0 0 0
0 1 0
0 0 −1



 .Don

Cn =





1 1 1
−1 1 1
0 1 −2









0 0 0
0 1 0
0 0 (−1)n



 1/6





3 3 0
2 2 2
1 1 −2



 ,

Cn =
1

6





2 2 2
2 2 2
2 2 2



+
1

6





(−1)n (−1)n 2(−1)n+1

(−1)n (−1)n 2(−1)n+1

2(−1)n+1 2(−1)n+1 4(−1)n



 .Exer
i
e 51. On lit dans la matri
e A :






f(e1) = e1 + 2e2

f(e2) = e1 + e2 + e3

f(e3) = 2e1 + e2 + 3e3.2. det(A) = 0.3. On trouve trois valeurs propres : λ1 = 0, λ2 = 1, λ3 = 4. Les espa
es propres sont :
Eλ1

= Ve
t(e1 − 3e2 + e3), Eλ2
= Ve
t(−e1 − 4e2 + 2e3), Eλ3

= Ve
t(e1 + e2 + e3).4. A est une matri
e 3 × 3 et admet trois valeurs propres (réelles) distin
tes, elle est don
diagonalisable. Soit B′ la base formée des ve
teurs u1, u2, u3 dé�nis par :






u1 = e1 − 3e2 + e3

u2 = −e1 − 4e2 + 2e3

u3 = e1 + e2 + e3La forme de la matri
e A dans B′ est
D = MB′,B′(f) =





0 0 0
0 1 0
0 0 4



 .
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5. La matri
e de passage de la base 
anonique B à la base B′ est :
P = MB′,B(id) =





1 −1 1
−3 −4 1
1 2 1



 .6. On obtient à l'aide d'un diagramme du style de la Figure 2 : D = P−1AP . On véri�e par le
al
ul que l'on a bien :




0 0 0
0 1 0
0 0 4



 =





1/2 −1/4 −1/4
−1/3 0 1/3
1/6 1/4 7/12









1 1 2
2 1 1
0 1 3









1 −1 1
−3 −4 1
1 2 1



 .Exer
i
e 61. 2 valeurs propres : λ1 = 5 et λ2 = −3 d'ordre 2.2. Les sous-espa
es propres sont
Eλ1

=
1√
6
Ve
t(e1 + 2e2 − e3), Eλ2

= Ve
t( 1√
5
(−2e1 + e2),

1√
10

(3e1 + e3)

)3. Soit B′ = (e1 + 2e2 − e3,−2e1 + e2, 3e1 + e3), on a
MB′,B′(f) =





5 0 0
0 −3 0
0 0 −3



 .4. Soit P la matri
e de passage de la base B à B′ :
P = MB′,B =





1 −2 3
2 1 0
−1 0 1



 ,alors MB,B = PMB′,B′P−1 et par 
onséquent Mn
B,B = PMn

B′,B′P−1 :
Mn

B,B =





1 −2 3
2 1 0
−1 0 1









5n 0 0
0 (−3)n 0
0 0 (−3)n





1

8





1 2 −3
−2 4 6
1 2 5





=





5n + 7 ∗ (−3)n 2 ∗ 5n − 2 ∗ (−3)n −3 ∗ 5n + 3 ∗ (−3)n

2 ∗ 5n − 2 ∗ (−3)n 4 ∗ 5n + 4 ∗ (−3)n −6 ∗ 5n + 6 ∗ (−3)n

−5n + (−3)n 2 ∗ 5n + 2 ∗ (−3)n −3 ∗ 5n − 3 ∗ (−3)n



 .Exer
i
e 7La matri
e E admet deux valeurs propres λ1 = 2 et λ2 = −2 (d'ordre 2). Les valeurs propres sontdans R, elle est don
 triangularisable dans R. Les ve
teurs u1 = (e1−e2+e3) et u2 = (−e1+e2+e3)forment une base des sous espa
es-propres. On 
omplète 
ette base par le ve
teur u3 = e1 (il su�tde véri�er que det(u1, u2, u3) 6= 0. La représentation de E dans la base (u1, u2, u3) est triangulairesupérieure. Pour déterminer la troisième 
olonne de 
ette matri
e, il su�t d'exprimer f(u3) dansla nouvelle base. Comme f(u3) = f(e1) = e1 + e2 − 3e3. Soit P la matri
e de passage de la base
anonique à la nouvelle base :
P =





1 −1 1
−1 1 0
1 1 0



 .
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Les 
oordonnées de f(u3) dans la nouvelle base s'obtiennent par le produit P−1(1, 1,−3)′ =
(−2,−1, 2)′. La représentation de E dans la nouvelle base est don
 :





−2 0 −2
0 2 −1
0 0 2



 .
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Li
en
e MASS 2 2009-2010
TD 3 : Diagonalisation

Exer
i
e 1 (Système di�érentiel linéaire)On s'intéresse au système di�érentiel :
{

x′ = 5x + 16y − 4et

y′ = −2x − 7y + etqu'on é
rit sous forme matri
ielle
X ′ = AX + T1. Valeurs propres : −3 et 1. Ve
teurs propres asso
iés : u = [1,−1/2]′ et v = [1,−1/4]′.2. On a don


P =

[

1 1
−1/2 −1/4

]

D =

[

−3 0
0 1

]

P−1 =

[

−1 −4
2 4

]3. On a don
 A = PDP−1. Ce qui donne pour le système di�érentiel : X ′ = PDP−1X + T .4. On peut en
ore é
rire : P−1X ′ = DP−1X + P−1T . Ou en
ore : X̃ ′ = DX̃ + T̃ .5. On véri�e que T̃ =

(

0
−4et

). On a don
 maintenant
X̃ ′ = DX̃ +

(

0
−4et

)

. (1)6. L'équation di�érentielle x̃′ = −3x̃ admet pour solution générale : x(t) = αe−3t.7. L'équation di�érentielle ỹ′ = ỹ − 4et admet pour solution générale : y(t) = (β − 4t)et.8. On en déduit que
X = PX̃ =

[

1 1
−1/2 −1/4

] [

αe−3t

(β − 4t)et

]

=

[

αe−3t + (β − 4t)et

−1
2
e−3t − 1

4
(β − 4t)et

]Exer
i
e 2 (Système dynamique linéaire)On 
onsidère deux suites (un)n≥0 et (vn)n≥0 telles que u0 = v0 = 1 et satisfaisant, pour tout n ≥ 0,le système de relations de ré
urren
e :
{

un+1 = 4un + 2vn

vn+1 = −6un − 4vnMASS 2-Algèbre 1 Laurent Rouvière - TD 3



On peut é
rire 
e système sous la forme : Xn+1 = AXn, en notant Xn = [un, vn]′ et :
A =

[

4 2
−6 −4

]On diagonalise A, 
e qui donne :
A = PDP−1 =

[

1 1
−3 −1

] [

−2 0
0 2

] [

−1/2 −1/2
3/2 1/2

]

,On a alors
X1 = AX0 =⇒ X2 = AX1 = A2A0 =⇒ . . . =⇒ Xn = AnX0,d'où

Xn = AnX0 = PDnP−1X0 =

[

1 1
−3 −1

] [

(−2)n 0
0 2n

] [

−1/2 −1/2
3/2 1/2

] [

1
1

]

,
e qui donne :
[

un

vn

]

=

[

2n+1 − (−2)n

−2n+1 + 3(−2)n

]

.Exer
i
e 3 (Proje
tion et symétrie par rapport à un plan)On 
onsidère un endomorphisme f de R3 dont la matri
e dans la base 
anonique est :
A =





2/3 −1/3 −1/3
−1/3 2/3 −1/3
−1/3 −1/3 2/3



 .1. λ1 = 1 est valeur propre double, λ2 = 0 valeur propre simple. Les sous-espa
es propres sont
Eλ1

= ker(A − I3) = Ve
t(e1 − e3, e2 − e3), Eλ2
= ker(A) = Ve
t(e1 + e2 + e3).2. Pour la matri
e de passage P , on s'arrange pour avoir une base de ve
teurs orthonormés :

P =





1/
√

3 0 2/
√

6

1/
√

3 −1/
√

2 −1/
√

6

1/
√

3 1/
√

2 −1/
√

6



 ,de sorte que son inverse est tout simplement sa transposée. Ainsi on a la dé
omposition :
A = PDP ′ =





1/
√

3 0 2/
√

6

1/
√

3 −1/
√

2 −1/
√

6

1/
√

3 1/
√

2 −1/
√

6









0 0 0
0 1 0
0 0 1









1/
√

3 1/
√

3 1/
√

3

0 −1/
√

2 −1/
√

6

2/
√

6 −1/
√

6 −1/
√

6



 .3. Puisque D2 = D, on a A2 = PD2P ′ = PDP ′ = A, 
'est-à-dire que f est un proje
teur. fest la proje
tion orthogonale sur Im(A) = Inv(A) = ker(A − I3) parallèlement à ker(A).4. ker(A) et Im(A) sont représentés Figure 3.5. La 
onstru
tion de f(M) est donnée sur 
ette même �gure.MASS 2-Algèbre 2 Laurent Rouvière - TD 3



M

f(M)

KerA

ImA

z

x

ye2

e3

e1

Fig. 3 � Points M et f(M).6. On 
onsidère maintenant un endomorphisme g dont la matri
e dans la base 
anonique est :
B = 2A − I3 =





1/3 −2/3 −2/3
−2/3 1/3 −2/3
−2/3 −2/3 1/3



 .

1 est valeur propre double, −1 valeur propre simple. Les sous-espa
es propres sont donnéspar :
ker(B + I3) = Ve
t(e1 + e2 + e3), et ker(B − I3) = Ve
t(e1 − e3, e2 − e3).Ainsi B est diagonalisable dans la même base que A.7. En prenant ∆ = 2D−I3 et Q = P , on a don
 B = Q∆Q−1. Ce
i pouvait se voir dire
tement,puisque :

B = 2A − I3 = 2PDP ′ − I3 = P (2D)P ′ − PI3P
′ = P (2D − I3)P

′.8. On trouve B2 = I, 
'est-à-dire que g est la symétrie par rapport à ker(B − I3) parallèlementà ker(B + I3).9. L'ensemble des ve
teurs v invariants par g est Inv(g) = ker(B−I3) et l'ensemble des ve
teursinversés est F = ker(B + I3). Ils sont représentés Figure 4.10. La 
onstru
tion de g(M) est donnée sur 
ette même �gure.Exer
i
e 4 (Proje
tion et symétrie par rapport à une droite)1. λ1 = 1 est valeur propre simple, λ = 2 = 0 est valeur propre double. Les sous-espa
es propressont :
Eλ1

= ker(A − I3) = Ve
t(e1 + e2 + e3), Eλ2
= ker(A) = Ve
t(e1 − e3, e2 − e3).MASS 2-Algèbre 3 Laurent Rouvière - TD 3



M

z

x

ye2

e3

e1

F

g(M)

Inv(g)

Fig. 4 � Points M et g(M).2. On 
hoisit 
omme matri
e de passage
P =





1/
√

3 0 2/
√

6

1/
√

3 −1/
√

2 −1/
√

6

1/
√

3 1/
√

2 −1/
√

6



 ,on a don

A = PDP ′ =





1/
√

3 0 2/
√

6

1/
√

3 −1/
√

2 −1/
√

6

1/
√

3 1/
√

2 −1/
√

6









1 0 0
0 0 0
0 0 0









1/
√

3 1/
√

3 1/
√

3

0 −1/
√

2 −1/
√

6

2/
√

6 −1/
√

6 −1/
√

6



 .3. A2 = A, A est don
 la proje
tion sur Im(A) = Inv(A) = ker(A − I3) parallèlement à ker(A).4. à faire5. à faire6. λ1 = 1 est valeur propre simple, λ2 = −1 est valeur propre double. Les sous-espa
es propressont les mêmes qu'à la question 1).7. Il su�t de prendre ∆ = 2D − 1 et Q = P puisque
B = 2A − I3 = 2PDP−1 − I3 = P (2D)P−1 − PI3P

−1 = P (2D − I3)P
−1.8. B2 = I3. g est don
 la symétrie par rapport à Eλ1

= ker(A−I3) parallèlement à Eλ2
= ker(A).MASS 2-Algèbre 4 Laurent Rouvière - TD 3



9. L'ensemble des points invariants par g est la droite ve
torielle engendrée par e1 + e2 + e3(le sous-espa
e propre Eλ1
, l'ensemble des ve
teurs v tels que g(v) = −v est le sous-espa
epropre Eλ2

.Exer
i
e 5 (Chaîne de Markov)Un petit s
arabée se dépla
e sur un triangle, dont les sommets sont numérotés {1, 2, 3}. A l'instant
n, s'il est au sommet i, il va vers le sommet j ave
 la probabilité pij , où il se retrouve à l'instant
(n + 1). Si i = j, il reste sur pla
e. La matri
e de transition P = [pij ]1≤i,j≤3 est donnée par :

P =





1/2 1/2 0
1/2 1/2 0
0 1/2 1/2



 .1. Le spe
tre de la matri
e P est égal àsp(P ) = {0, 1

2
, 1},d'où la matri
e diagonale :

P =





0 0 0
0 1/2 0
0 0 1



 .Et 
omme matri
e de passage on peut prendre :
Q =





1 0 1
−1 0 1
1 1 1



⇒ Q−1 =





1/2 −1/2 0
−1 0 1
1/2 1/2 0



On a alors : P = QDQ−1.2. On en déduit que : P n = QDnQ−1.3. Il s'ensuit que limn→+∞ P n = Q(limn→+∞ Dn)Q−1, 
'est-à-dire :
lim

n→+∞
P n =





1 0 1
−1 0 1
1 1 1









0 0 0
0 1/2n 0
0 0 1









1/2 −1/2 0
−1 0 1
1/2 1/2 0



 =





1/2 1/2 0
1/2 1/2 0
1/2 1/2 0



 .Ainsi, quel que soit le sommet d'où le s
arabée part, il se retrouve au bout d'un temps assezlong au sommet 1 ou au sommet 2, de façon équiprobable. Il n'a au
une 
han
e d'être ausommet 3, 
ar : s'il est parti du sommet 1 ou du sommet 2, il ne peut jamais aller au sommet
3 ; s'il est parti du sommet 3, il va le quitter presque sûrement au bout d'un moment (letemps qu'il faut pour faire apparaître Pile dans une suite de lan
ers d'une piè
e équilibrée)puis tourner entre les sommets 1 et 2. On dit que le sommet 3 est transitoire.4. Les transitions du s
arabée sont maintenant données par la matri
e :

P =





3/5 1/5 1/5
1/5 3/5 1/5
1/5 1/5 3/5



 .
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En appliquant la même méthode, on obtient 
ette fois
lim

n→+∞
P n =





1/3 1/3 1/3
1/3 1/3 1/3
1/3 1/3 1/3



Cette fois, quel que soit le sommet d'où le s
arabée part, il se retrouve au bout d'un tempsassez long en l'un des 3 sommets de façon équiprobable. Ce
i n'est pas étonnant puisque, dupoint de vue des dépla
ements du s
arabée, les trois sommets jouent des r�les symétriques :au
un n'est privilégié par rapport aux autres.Exer
i
e 6 (Suite de Fibona

i)On 
onsidère la suite (un)n≥0 dé�nie par u0 = 0, u1 = 1 et la relation de ré
urren
e :
∀n ≥ 0 un+2 = un+1 + un.On veut trouver une formule donnant le terme général un en fon
tion de n. Pour 
ela, on 
onstruitune suite de ve
teurs (Vn)n≥0 dé�nie par :
∀n ≥ 0 Vn =

[

un

un+1

]

.1. Grâ
e à la relation de ré
urren
e un+2 = un+1 + un, on trouve : u2 = 1, u3 = 2, don

V0 = [0, 1]′, V1 = [1, 1]′, V2 = [1, 2]′.2. On a la relation de ré
urren
e d'ordre 1 : Vn+1 = AVn, ave


A =

[

0 1
1 1

]

.3. On en déduit que :
∀n ≥ 0 Vn = AnV0.4. En posant α = (1 +

√
5)/2 et β = (1 −

√
5)/2, la diagonalisation de A donne :

A = PDP−1 =

[

1 1
β α

] [

β 0
0 α

] [

α/
√

5 −1/
√

5

−β/
√

5 1/
√

5

]

.On a don
 : Vn = AnV0 = PDnP−1V0, et 
omme seule la première 
oordonnée un de Vn nousintéresse, rien n'oblige à faire tout le 
al
ul matri
iel. On trouve �nalement :
∀n ≥ 0 un =

αn − βn

√
5

=
1√
5

((

1 +
√

5

2

)n

−
(

1 −
√

5

2

)n)

.Remarques :� A moins d'être un deus 
al
ulus, il est prudent de véri�er qu'on ne s'est pas viandé quelquepart en regardant si la formule générale obtenue mar
he au moins pour les premiers termes
u0, u1 et u2.� Puisque α ≈ 1.62 > 1 tandis que β ≈ −0.62 ∈]−, 1, 1[, on en déduit dire
tement unéquivalent de un :

un ∼ 1√
5

(

1 +
√

5

2

)n

.
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� α est appelé le nombre d'or, 
ar il n'est pas très éveillé (en
ore bravo...).Exer
i
e 7 (Ré
urren
e d'ordre 3)On 
onsidère la suite (un)n≥0 dé�nie par u0 = 0, u1 = 1, u2 = 2 et la relation de ré
urren
e :
∀n ≥ 0 un+3 = un+2 +

1

4
un+1 −

1

4
un.1. La relation de ré
urren
e d'ordre 3 sur la suite s
alaire (un)n≥0 se traduit par une relationde ré
urren
e d'ordre 1 sur la suite ve
torielle (Vn)n≥0 :

Vn+1 =





un+1

un+2

un+3



 =





0 1 0
0 0 1

−1/4 1/4 1









un

un+1

un+2



 = AVn.On en déduit que Vn = AnV0. La diagonalisation de A donne :
A = PDP−1 =





2 2 1
−1 1 1
1/2 1/2 1









−1/2 0 0
0 1/2 0
0 0 1









1/6 −1/2 1/3
1/2 1/2 −1
−1/3 0 4/3



 .On en déduit que Vn = PDnP−1V0, d'où la formule générale de un :
∀n ≥ 0 un =

1

3

(

−1

2

)n

− 3

(

1

2

)n

+
8

3
.Par 
onséquent : limn→+∞ un = 8

3
.2. Généralisation (ré
urren
e d'ordre p) : soit (un)n≥0 une suite dont on 
onnaît les p premierstermes u0, u1, . . . , up−1 et obéissant à la relation de ré
urren
e :

∀n ≥ 0 un+p = ap−1un+p−1 + · · · + a1un+1 + a0un.La relation de ré
urren
e d'ordre p sur la suite s
alaire (un)n≥0 se traduit par une relation deré
urren
e d'ordre 1 sur la suite ve
torielle (Vn)n≥0, ave
 Vn = [un, . . . , un+p−1]
′ ve
teur detaille p. La matri
e A de taille p × p dont tous les 
oe�
ients sont nuls sauf la surdiagonaleégale à 1 et la dernière ligne dont les 
oe�
ients sont a0, . . . , ap−1 est appelée matri
e 
ompa-gnon. On a alors Vn+1 = AVn, don
 
omme d'habitude Vn = AnV0 et il su�t de diagonaliser(si possible) la matri
e A. Un 
al
ul de déterminant en développant par rapport à la dernièreligne de (A − λIp) montre que le polyn�me 
ara
téristique de A est tout simplement :

PA(λ) = λp − (ap−1λ
p−1 + · · ·+ a1λ + a0).C'est pourquoi on l'appelle aussi polyn�me 
ara
téristique asso
ié à l'équation de ré
urren
e :

∀n ≥ 0 un+p = ap−1un+p−1 + · · · + a1un+1 + a0un.Exer
i
e 8 (Exponentielle de matri
e)Soit A une matri
e de taille n × n. On appelle exponentielle de la matri
e A et on note exp A lamatri
e de taille n × n dé�nie par :
exp A =

+∞
∑

n=0

An

n!
.A tout hasard, on rappelle que pour tout réel x, on a : exp x =

∑+∞
n=0

xn

n!
.MASS 2-Algèbre 7 Laurent Rouvière - TD 3



1. On 
onsidère tout d'abord la matri
e A dé�nie par
A =

[

0 1
1 0

]

.2. La matri
e A se diagonalise sans problème :
A = PDP−1 =

[

1 −1
1 1

] [

−1 0
0 1

] [

1/2 1/2
−1/2 1/2

]

.3. On a alors
Dn

n!
=

[

(−1)n/n! 0
0 1/n!

]

.On a alors :
exp D =

+∞
∑

n=0

Dn

n!
=

[ ∑+∞
n=0(−1)n/n! 0

0
∑+∞

n=0 1/n!

]

.don
 on voit que l'exponentielle de la matri
e diagonale D est très simple, 
'est la matri
ediagonale dont les 
oe�
ients sont les exponentielles des 
oe�
ients de D :
exp D =

[

e−1 0
0 e1

]

.4. On en déduit que
exp A =

+∞
∑

n=0

PDnP−1

n!
= P

(

+∞
∑

n=0

Dn

n!

)

P−1 = P (exp D)P−1,
'est-à-dire :
exp A =

[ 
h1 sh1sh1 
h1

]

.5. La matri
e−A est diagonalisable dans la même base que A, les valeurs propres étant opposéesà 
elles de A. Ainsi
−A = P (−D)P−1 =

[

1 −1
1 1

] [

1 0
0 −1

] [

1/2 1/2
−1/2 1/2

]

.Par le même raisonnement, on obtient :
exp(−A) =

[ 
h1 −sh1
−sh1 
h1

]

.6. On véri�e que (exp A)−1 = exp(−A). Ainsi tout se passe 
omme pour les nombres : e−x =
1/ex.7. Le raisonnement fait 
i-dessus se généralise sans problème : si A = PDP−1, on a exp A =
P (exp D)P−1, ave
 exp D matri
e diagonale, de diagonale eλ1 , . . . , eλn .MASS 2-Algèbre 8 Laurent Rouvière - TD 3



8. De même exp(−A) = P exp(−D)P−1, ave
 exp(−D) matri
e diagonale :
exp(−D) =











e−λ1 0 . . . 0

0
. . . . . . ...... . . . . . . 0

0 . . . 0 e−λn











= (exp D)−1.Don
 :
exp A exp(−A) = P exp DP−1P exp(−D)P−1 = P exp D exp(−D)P−1 = PP−1 = In,et la matri
e exp A est bien inversible, d'inverse exp(−A).9. Rappelons que la tra
e d'une matri
e est invariante par 
hangement de base, don
 si A estdiagonalisable, de valeurs propres λ1, . . . , λn, on a 
lairement :TrA = λ1 + · · ·+ λn =

n
∑

i=1

λi.Mais alors d'après 
e qu'on vient de voir, la matri
e exp A est aussi diagonalisable, de valeurspropres exp λ1, . . . , exp λn, et 
omme le déterminant est lui aussi invariant pas 
hangementde base, on a :det(exp A) = exp λ1 × · · · × exp λn = exp(λ1 + · · ·+ λn) = exp(TrA).10. La matri
e A dé�nie par
A =









0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0









.n'est pas diagonalisable, 
ar sa seule valeur propre est 0, don
 si on avait A = PDP−1, Dserait nulle, don
 AP0P−1 aussi, 
e qui n'est pas le 
as.11. On a
A2 =









0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0









A3 =









0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0









,et pour tout n ≥ 4, An = 0. A est 
e qu'on appelle une matri
e nilpotente. On déduit de laformule de dé�nition de l'exponentielle d'une matri
e :
exp A =









1 1 1/2 1/6
0 1 1 1/2
0 0 1 1
0 0 0 1









.12. On 
onsidère la matri
e A dé�nie par :
A =





1 1 1
1 1 1
1 1 1



 .
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A peu de 
hoses près, la diaginalisation de A a été faite dans l'exer
i
e �Proje
tion et symétriepar rapport à une droite�. Pour 
al
uler l'exponentielle de A, on peut don
 appliquer late
hnique de diagonalisation.13. On a A2 = 3A, A3 = 32A, et de façon générale An = 3n−1A pour tout n ≥ 1 (ré
urren
e).En appliquant la formule de dé�nition de l'exponentielle de matri
e, on obtient don
 :
exp A = I3 +

+∞
∑

n=1

3n−1

n!
A = I3 +

(

+∞
∑

n=1

3n

n!

)

A

3
= I3 +

e3 − 1

3
A.
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Li
en
e MASS 2 2009-2010
TD 4 : Produit s
alaire

Exer
i
e 1 (Distan
e eu
lidienne)1. Considérons l'espa
e R2 muni de la base 
anonique. Soit x et y deux ve
teurs de R2 de
oordonnées (x1, x2)
′ et (y1, y2)

′. La norme eu
lidienne de x et y est :
||x|| =

√

x2
1 + x2

2, ||y|| =
√

y2
1 + y2

2et la distan
e eu
lidienne entre les ve
teurs x et y vaut :
d(x, y) =

√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2d'après Pythagore (voir Figure 5).

PSfrag repla
ements
x

y

(y − x)

x1 − y1

x2 − y2

Fig. 5 � Norme dans R2.2. Plaçons nous maintenant dans R2 muni d'une base B′ = (e′1, e
′
2) dé�nie par e′1 = ℓ1e1, e′2 estde longueur ℓ2 et l'angle entre e′1 et e′2 vaut α (voir Figure 6).MASS 2-Algèbre 1 Laurent Rouvière - TD 4



PSfrag repla
ements
e1

e2

e′1

e′2

α

Fig. 6 � Distan
e eu
lidienne et 
hangement de base.La matri
e de passage de 
an à B est :
P = MB,
an(id) =

(

ℓ1 ℓ2 cos α
0 ℓ2 sin α

)Si on note (x1, x2) et (y1, y2) les 
oordonnées de deux ve
teurs x et y dans B, alors les
oordonnées de x − y dans la base 
anonique sont :
(

ℓ1 ℓ2 cos α
0 ℓ2 sin α

)(

x1 − y1

x2 − y2

)

=

(

(x1 − y1)ℓ1 + (x2 − y2)ℓ2 cos α
(x2 − y2)ℓ2 sin α

)

.La distan
e eu
lidienne entre x et y est don
 :
d(x, y) =

√

(x1 − y1)2ℓ2
1 + (x2 − y2)2ℓ2

2 + 2(x1 − y1)(x2 − y2)ℓ1ℓ2 cos α. (2)Exer
i
e 2 (Distan
es 
lassiques)On note D2 l'en semble des points situés à distan
e 1 de l'origine pour la distan
e d2 :
D2 =

{

x = (x1, x2) ∈ R
2 : d2(x, 0) = 1

}

.On a
d2(x, 0) = 1 ⇐⇒ x2

1 + x2
2 = 1,

D2 est don
 le 
er
le de 
entre O et de rayon 1.De même
D1 =

{

x = (x1, x2) ∈ R
2 : d1(x, 0) = 1

}

.Si x1 et x2 sont positifs,
d1(x, 0) = 1 ⇐⇒ x2 = 1 − x1,on déduit que D1 est le 
arré ayant pour sommets les points (1, 0); (0, 1); (−1, 0); (0,−1).MASS 2-Algèbre 2 Laurent Rouvière - TD 4



D∞ =
{

x = (x1, x2) ∈ R
2 : d∞(x, 0) = 1

}

.Si x1 et x2 sont positifs,
d∞(x, 0) = 1 ⇐⇒

{

x1 = 1 et x2 ≤ 1
x2 = 1 et x1 ≤ 1

.

D∞ est don
 le 
arré ayant pour sommets les points (1, 1); (1,−1); (−1,−1); (−1, 1).

PSfrag repla
ements D1

D2

D∞

Fig. 7 � Représentation des ensembles de points situés à distan
e 1 de l'origine pour d1, d2 et d∞.Exer
i
e 3 (Produit s
alaire et orthogonalité)Soit x et y deux ve
teurs tels que x1y1 + x2y2 = 0. On a :
d(x, y)2 = (x1 − y1)

2 + (x2 − y2)
2 = x2

1 + x2
2 + y2

1 + y2
2 = d(x, O)2 + d(y, O)2,d'après Pythagore, x et y sont orthogonaux.Exer
i
e 4

q(u + v) = ϕ(u + v, u + v) = ϕ(u, u) + ϕ(v, v) + 2ϕ(u, v),d'où le résultat.Exer
i
e 51. Cau
hy-s
hwarz : L'inégalité est évidente pour x = 0. Supposons x 6= 0. Pour tout réel λon a :
0 ≤ ||y + λx||2 =< y + λx, y + λx >= ||y||2 + 2λ < y, x > +λ2||x||2.Le trin�me en λ est positif ou nul pour toutes les valeurs de λ, il a don
 au plus une seulera
ine réelle. Son dis
riminant est par 
onséquent négatif ou nul. Don


4 < y, x >2 −4||x||2 ||y||2 ≤ 0,MASS 2-Algèbre 3 Laurent Rouvière - TD 4



d'où le résultat.2. Minkowski :
||x + y||2 =||x||2 + 2 < x, y > +||y||2

≤ < x, x > +2| < x, y > |+ < y, y >

≤||x||2 + 2||x|| ||y||+ ||y||2 = (||x|| + ||y||)2.3. Il y a égalité si et seulement si x et y sont 
olinéaires. Notons y′ la proje
tion orthogonalede y sur x. Il su�t de montrer que y′ = y. On a vu que y′ =
< y, x >

< x, x >
x, don
 :

||y − y′||2 =< y − < y, x >

< x, x >
x, y − < y, x >

< x, x >
x >= ||y||2 − < y, x >2

||x||2 = 0.Par 
onséquent y − y′ = 0 et y est 
olinéaire à x.Exer
i
e 6 (To be or not to be...)1. Les appli
ations φ sont 
lairement bilinéaires symétriques. On utilise la méthode de Gausspour véri�er si elles sont dé�nies positives.(a) q1(u) = u2
1 + 3u2

2 + u2
3 est dé�nie positive ;(b) q2(u) = u2

1 + 3u2
2 − u2

3 n'est pas dé�nie positive ;(
) q3(u) = u2
1 + 2u2

2 + 4u2
3 est dé�nie positive ;(d) q4(u) = u2

1 + 2u1u2 + 2u2u1 + u2
2 + 4u3

3. On a
q4(u) = (u1 + 2u2)

2 − 4u2
2 + u2

2 + 4u2
2 = (u1 + 2u2)

2 − 3u2
2 + 4u4

3don
 q4 n'est pas dé�nie positive ;(e) On a
q5(u) =3u2

1 + 14u2
2 + 8u2

3 + 6u1u2 − 3u1u3 − 4u2u3 + 6u2u1 − 3u3u1 − 4u3u2

=3u2
1 + 14u2

2 + 8u2
3 + 12u1u2 − 6u1u3 − 8u2u3

=3(u2
1 + 4u1u2 − 2u1u3) + 14u2

2 + 8u2
3 − 8u2u3

=3(u1 + 2u2 − u3)
2 − 12u2

2 − 3u2
3 + 12u2u3 + 14u2

2 + 8u2
3 − 8u2u3

=3(u1 + 2u2 − u3)
2 + 2u2

2 + 5u2
3 + 4u2u3

=3(u1 + 2u2 − u3)
2 + 2(u2 + u3)

2 − 2u2
3 + 5u2

3

=3(u1 + 2u2 − u3)
2 + 2(u2 + u3)

2 + 3u2
3.

q5 est don
 dé�nie positive.2. On ne donne les matri
e que pour les appli
ations 1, 3 et 5 qui sont des produits s
alaires :
M1 =





1 0 0
0 3 0
0 0 −1



 , M3 =





1 0 0
0 2 0
0 0 4



 , M5 =





1 2 0
2 1 0
0 0 4



 .Les matri
es M1 et M3 sont diagonales. Pour M5, on 
onsidère B la base de R3 telle que les
oordonnées uB = (u′
1, u

′
2, u

′
3) de u dans B véri�ent





u′
1

u′
2

u′
3



 =





1 2 −1
0 1 1
0 0 1









u1

u2

u3



 = Mcan,B(id)u
an,
MASS 2-Algèbre 4 Laurent Rouvière - TD 4



ave

M
an,B(id) =





1 2 −1
0 1 1
0 0 1



 .On a par 
onstru
tion
q5(u) = 3u′2

1 + 2u′2
2 + 3u′2

3 .La matri
e de φ5 par rapport à B est don

M̃ =





3 0 0
0 2 0
0 0 3



 .Pour déterminer la base B, on inverse M
an,B(id)




1 2 −1
0 1 1
0 0 1





−1

=





1 −2 3
0 1 −1
0 0 1



 .

B est don
 formée par mes ve
teurs (e1,−2e1 + e2, 3e1 − e2 + e3). On a
M̃ = (MB,
an(id))′ M (MB,
an(id).Exer
i
e 7Soit u une ve
teur de R3 de 
oordonnées (x, y, z) dans la base 
anonique.1. φ est 
lairement bilinéaire symétrique. Il faut étudier les valeurs de a pour lesquelles φ estdé�nie positive. On obtient par la méthode de Gauss :

q(u) = (x − 2y − 3z)2 + 2(y − 3z)2 + (a − 27)z2.

φest un produit s
alaire si et seulement si a > 27.2. Il su�t de 
al
uler φ(ei, ej) pour i, j = 1, 2, 3. On obtient
M =





1 −2 −3
−2 6 0
−3 0 a



 .(a) Soit u de 
oordonnées (x, y, z) dans 
an. On pose




X
Y
Z



 =







x − 2y − 3z
y − 3z

z
=





1 −2 −3
0 1 −3
0 0 1









x
y
z



 .

(X, Y, Z) sont les 
oordonnées de u dans la base B telle que
M
an,B(id) =





1 −2 −3
0 1 −3
0 0 1



 .On a de plus
q(u) = X2 + 2Y 2 + Z2et don


φ(u, v) = XX ′ + 2Y Y ′ + ZZ ′.MASS 2-Algèbre 5 Laurent Rouvière - TD 4



(b) Par 
onséquent,
M̃ =





1 0 0
0 2 0
0 0 1



 .(
) Les ve
teurs de la base B exprimés dans la base 
anonique sont les 
olonnes de la matri
e
MB,
an(id). On note uB (resp u
an) les 
oordonnées de u dans B (resp 
an). On a

uB =





1 −2 −3
0 1 −3
0 0 1



 u
an = M
an,B(id)ucan.On a don

MB,
an(id) =





1 −2 −3
0 1 −3
0 0 1





−1

=





1 2 9
0 1 3
0 0 1



d'où






f1 = e1

f2 = 2e1 + e2

f3 = 9e1 + 3e2 + e3

.On a trouvé une base dans la quelle la matri
e du produit s
alaire φ est diagonale.(d) On a la relation
M̃ = (MB,
an(id))′ M MB,
an(id).Remarque : La matri
e Mcan,B(id) étant triangulaire, il est plus simple d'inverser le système






e1 = f1

e2 = −2f1 + f2

e3 = −3f1 + f2 + f3pour trouver B (plut�t que de 
al
uler l'inverse de Mcan,B(id)).
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Li
en
e MASS 2 2009-2010
TD 5 : Orthogonalité

Exer
i
e 11. On a
∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 −1 1
1 1 1
1 0 −2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6= 0,don
 (v1, v2, v3) forme une base de R3. On véri�e fa
ilement que < vi, vj >= 0 pour i 6= j, labase est don
 orthogonale.2. Il su�t de véri�er que
‖u1‖ = ‖u2‖ = ‖u3‖ = 1.On a par exemple pour u1,

‖u1‖ =<
v1

‖v1‖
,

v1

‖v1‖
>=

1

‖v1‖2
< v1, v1 >=

‖v1‖2

‖v1‖2
= 1.3. Soit P la matri
e de passage de la base 
anonique à la base B = (u1, u2, u3),

P = MB,
an(id) =







√
3

3
−

√
2

2

√
6

6√
3

3
−

√
2

2

√
6

6√
3

3
0 −2

√
6

6






.On obtient les 
oordonnées X̃1 de x1 dans B en faisant

X̃1 = P−1X1 = P ′X1 =







√
3

3
−

√
2

2

√
6

6√
3

3
−

√
2

2

√
6

6√
3

3
0 −2

√
6

6







′




3
−1
1



 =





√
3

−2
√

2
0



 .De même on trouve
X̃2 =







√
3

3√
2

−2
√

6
6






, X̃3 =







√
3

3

−
√

2
2

7
√

6
6






, X̃4 =





0

5
√

2
2

−
√

6
2



 , X̃5 =







√
3

3

−
√

2
2√
6

6






, X̃6 =







−
√

3
3√
2

2

5
√

6
6






.Exer
i
e 2Construisons B = (e1, e2, e3) une base orthonormée de F = Ve
t(f1, f2). on a d'après Gram-S
hmidt

e1 = f1 et e2 = f2 −
< f2, e1 >

< e1, e1 >
f1.MASS 2-Algèbre 1 Laurent Rouvière - TD 5



On 
al
ule
< f2, e1 >= 2, < e1, e1 >= 3,et on obtient

e1 =





1
2
−1



− 2

3





1
1
1



 =
1

3





1
4
−5



 .Exer
i
e 3On 
onstruit (f1, f2, f3) une base de E = Ve
t(e1, e2, e3) à l'aide de Gram-S
hmidt. On a f1 = e1,
f2 = e2 −

< e2, f1 >

< f1, f1 >
f1 =





−1
2
−1



et
f3 = e3 −

< e3, f1 >

< f1, f1 >
f1 −

< e3, f2 >

< f2, f2 >
f2 =





−1
0
1



 .Exer
i
e 41. On a
< f(u), v >= (AU)′V = U ′(A′V ) = U ′(AV ) =< u, f(v) > .2. Soit λ et µ deux valeurs propres distin
tes de A et u et v deux ve
teurs propres asso
iés à λet µ. Alors

λ < u, v >=< λu, v >=< f(u), v >=< u, f(v) >=< u, µv >= µ < u, v > .On déduit < u, v >= 0.Exer
i
e 5Comme E = F ⊕F⊥, u s'é
rit de manière unique u = uF +uF⊥ ave
 uF ∈ F et uF⊥ ∈ F⊥. Comme
u ⊥ F , uF = 0, de même u ⊥ F⊥ don
 uF⊥ = 0 
e qui implique u = 0. On déduit

F ∩ F⊥ = {0}.Exer
i
e 6
‖u‖2 =< u, u >=

〈

n
∑

i=1

αiei,

n
∑

i=1

αiei

〉

=

n
∑

i=1

αi

n
∑

j=1

αj < ei, ej >=

n
∑

i=1

α2
i .Exer
i
e 7On 
onstruit une base orthonormée de F :

e1 =





1
1
1



 , e2 =





1
4
−5



 .
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On 
omplète 
ette base en une base de R
3 (e′3 = (0, 0, 1)′). On 
onstruit une base orthogonale Bpar Gram-S
hmidt

e1 =





1
1
1



 , e2 =





1
4
−5



 , e3 =





−3
2
1



 .On a par 
onstru
tion F = Ve
t(e1, e2) et F⊥ = Ve
t(e3), d'où en notant p la proje
tion orthogonalesur F

D = MB,B(p) =





1 0 0
0 1 0
0 0 0



 .On déduit A = M
an,
an(p) par un 
hangement de base. On note
P = MB,
an =





1 1 −3
1 4 2
1 −5 1



 ,on a
M
an,
an(p) = PDP−1 =

1

14





5 6 3
6 10 −2
3 −2 13



 .Si on note p′ la proje
tion orthogonale sur F⊥, alors
G = MB,B(p′) =





0 0 0
0 0 0
0 0 1



et
M
an,
an(p′) = PGP−1 =

1

14





9 −6 −3
−6 4 2
−3 2 1



 .Exer
i
e 8Soit B = (e1, e2, e3) la base orthogonale de R3 formée par les ve
teurs
e1 =





1
1
1



 , e2 =





0
1
−1



 , e3 =





1
0
−1



 .Si on note p la proje
tion orthogonale sur Ve
t(e1), on a
D = MB,B(p) =





1 0 0
0 0 0
0 0 0



 .Soit P la matri
e de passage de la base 
anonique à B, il vient
Π1 = PDP−1 =

1

3





1 1 1
1 1 1
1 1 1



 .
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De même si p⊥ désigne la proje
tion orthogonale sur le 
omplément de Ve
t(e1), alors
G = MB,B(p⊥) =





0 0 0
0 1 0
0 0 1



et
Π1⊥ = PGP−1 =

1

3





2 −1 −1
−1 2 −1
−1 −1 2



 .Soit F = Ve
t(e1), 
omme R
3 = F ⊕ F⊥, u s'é
rit de manière unique u = uF + uF⊥ ave
 uF ∈ Fet uF⊥ ∈ F⊥. On a

Π1u = uF , et Π1⊥u = uF⊥.Exer
i
e 9Expli
itons les notations de l'énon
é :
X1 =







X1
1...

Xn
1






, . . . , Xp =







X1
p...

Xn
p






et X = (X1, . . . , Xp) =







X1
1 . . . X1

p... ... ...
Xn

1 . . . Xn
p






.Soit pF (Y ) la proje
tion de Y sur F = Ve
t(X1, . . . , Xp). Par 
onstru
tion

pF (Y ) = β1X1 + . . . + βpXp = Xβet Y − pF (Y ) est orthogonal à tous les ve
teurs de F don
 ∀α = (α1, . . . , αp)
′ on a

< α1X1 + . . . + αpXp, Y − pF (Y ) >= 0 ⇐⇒











< X1, Y − pF (Y ) >= 0...
< Xp, Y − pF (Y ) >= 0

, .Notons (Ỹ1, . . . , Ỹn) les 
oordonnées de Y − pF (Y ), on peut don
 é
rire
(

X1
1 . . . Xn

1

)







Ỹ1...̃
Yn






= 0, . . . ,

(

X1
p . . . Xn

p

)







Ỹ1...̃
Yn






= 0ou en
ore matri
iellement

X ′(Y − PF (Y )) = 0 ⇐⇒ X ′(Y − Xβ) = 0 ⇐⇒ X ′Y = X ′Xβ ⇐⇒ β = (X ′X)−1X ′Y.Comme PF (Y ) = Xβ on déduit que la matri
e de proje
tion sur F est X(X ′X)−1X ′.Exer
i
e 10
1 ⇐⇒ 2 : Soit t un ve
teur de F , on a u−t = u−πF (u)+πF (u)−t. Par dé�nition u−πF (u) ∈ F⊥,don
 u − πF (u) ⊥ πF (u) − t. En appliquant Pythagore on obtient :

‖u − t‖2 = ‖u − πF (u)‖2 + ‖πF (u) − t‖2,par 
onséquent ‖u − v‖ ≤ ‖u − t‖.
1 ⇐⇒ 3 : v = πF (u) si et seulement si v ∈ F et u − v ∈ F⊥. On a don
 d'après Pythagore

‖u − v‖2 + ‖v‖2 = ‖u‖2.MASS 2-Algèbre 4 Laurent Rouvière - TD 5



Exer
i
e 111. On obtient :
< P, Q >= 12, ‖P‖ =

√

< P, P > =
√

153, ‖Q‖ =
√

< Q, Q > =
√

2.

d(P, Q) =‖P − Q‖ =
√

< P − Q − P − Q > =
√

‖P‖2 + ‖Q2‖ − 2 < P, Q >

=
√

153 + 2 − 24 =
√

131.2. < ., . > est 
lairement bilinéaire symétrique. On note q la forme quadratique asso
iée :
q(P ) = P (t0)

2 + . . . + P (tn)
2,

q est don
 positive. Il reste à montrer qu'elle est dé�nie. Soit P tel que q(P ) = 0. On a don

P (t0) = P (t1) = . . . = P (tn) = 0. P est de degrès n qui s'annulle en n + 1 points distin
ts,
P est don
 le polyn�me nul.3. (a) On a maintenant

< P, Q >= P (−2)Q(−2) + P (−1)Q(−1) + P (0)Q(0) + P (1)Q(1) + P (2)Q(2).Construisons à l'aide de Gram-S
hmidt une base orthogonale B = (R1(X), R2(X), R3(X))de P2[X]. On pose R1(X) = 1. Daprès Gram-S
hmidt
R2 = P2 −

< P2, R1 >

‖R1‖2
R1.

P2(X) = X, < P2, R1 >=< X, 1 >= −2 + −1 + 0 + 1 + 2 = 0,les polyn�mes 1 et X sont orthogonaux don
 R2(X) = X. De même
R3 = P3 −

< P3, R1 >

‖R1‖2
R1 −

< P3, R2 >

‖R2‖2
R2.On 
al
ule

< P3, R1 >=< X2, 1 >= 10, ‖R1‖2 = 5,de même
< P3, R2 >=< X2, X >= 0,d'où R3(X) = X2 − 2. B = (1, X, X2 − 2) est une base orthonormée de P2[X].(b) Les 
oordonnées de 1, X, X2 dans B sont les 
olonnes de la matri
e :

P = MB,
an(id) =





1 0 −2
0 1 0
0 0 1



 .(
) La meilleure approximation de P (X) par un élément de P2[X] est le polynome T (X)de P2[X] qui minimise D(P, U) pour U ∈ P2[X]. T est don
 le projeté orthogonal de
P sur P2[X]. A l'aide de Gram-S
hmidt, on 
omplète B en une base orthogonale de
P4[X]. On orthogonalise la base {R1, R2, R3, X

3, X4} :
R4 = X3 − X3, 1

1, 1
1 − < X3, X >

< X, X >
X − < X3, X2 − 2 >

< X2 − 2, X2 − 2 >
(X2 − 2) = X3 − 17

5
X.MASS 2-Algèbre 5 Laurent Rouvière - TD 5



De même après 
al
ul, on trouve
R5 =

1

35
(35X4 − 155X2 + 72).On note Π la proje
tion orthogonale sur P2[X] et B′ la base (R1, R2, R3, 5R4, 35R5), ona

MB′,B′(π) =













1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0













.Soit T la matri
e de passage de la base 
anonique à B :
T = MB,
an(id) =













1 0 −2 0 72
0 1 0 −17 0
0 0 1 0 −155
0 0 0 5 0
0 0 0 0 35













.On déduit
M
an,
an(Π) = PMB′,B′(Π)P−1et la proje
tion orthogonale de P sur P2[X] est

M
an,
an(Π)













5
0
0
0

−0.5













=













422/70
0

−31/14
0
0













=
422

70
− 31

14
X2.
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Li
en
e MASS 2 2009-2010TD 6 : Transformations orthogonales et matri
es symétriques
Exer
i
e 11. La matri
e de ϕ par rapport à la base 
anonique est :

M
an =

(

9 4
4 24

)

.

ϕ(u, v) =
(

1 2
)

(

9 4
4 24

)(

−2
4

)

= 174.2. (a) Soit u de 
oordonnées (x, y)′ dans la base 
anonique.
q(u) = 9x2 + 24y2 + 8xy = 9

(

x +
4

9
y

)2

+
200

9
y2.(b) Soit B la base telle que

M
an,B(id) =

(

1 4/9
0 1

)

.D'après la dé
omposition de Gauss la matri
e de ϕ par rapport à B est :
MB =

(

9 0
0 200/9

)

.(
) Les 
oordonnées de u et v dans B sont :
(

1 4/9
0 1

)(

1
2

)

=
1

9

(

17
18

)

,

(

1 4/9
0 1

)(

−2
4

)

=
1

9

(

−2
36

)

.On déduit
ϕ(u, v) =

1

81

(

17 18
)

(

9 0
0 200/9

)(

−2
36

)

= 174.3. (a) M
an est une matri
e symétrique, elle est don
 orthogonalement digonalisable.(b) Les valeurs propres de M
an sont λ1 = 8 et λ2 = 25. Les sous-espa
es propres sont :
Eλ1

= Ve
t(−4
1

)

= Ve
t 1√
17

(

−4
1

)

, Eλ2
= Ve
t 1√

17

(

1
4

)

.Dans B′ la base formée par les ve
teurs
1√
17

(

−4
1

)

,
1√
17

(

1
4

)

,la matri
e du produit s
alaire par rapport à B′ est
(

8 0
0 25

)

.
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(
) Soit P la matri
e de passage de la base 
anonique à B′,
P = MB,
an(id) 1√

17

(

−4 1
1 4

)

.

P est une matri
e orthogonale don
 P−1 = P ′ = P (
ar P est symétrique). Les 
oor-données de u et v dans B′ sont
P

(

1
2

)

=
1√
17

(

−2
9

)

, P

(

−2
4

)

=
1√
17

(

12
14

)

.D'où
ϕ(u, v) =

1

17

(

−2 9
)

(

8 0
0 25

)(

12
14

)

= 174.Exer
i
e 2On note X1 = (1, 1, 1)′ et X2 = (1, 2,−1)′. On a don
 X = (X1, X2). La proje
tion ortogonaled'un ve
teur u = (u1, u2, u3)
′ s'é
rit 
omme une 
ombinaison linéaire de X1 et X2 : pF (u) =

α1X1 + α2X2 = Xα ave
 α = (α1, α2)
′. On a par dé�nition de la proje
tion orthogonale :

< X1, u − pF (u) >= 0, < X2, u − pF (u) >= 0,
e qui se réé
rit matri
iellement X ′(u − pF (u)) = 0, d'où
X ′(u − Xα) = 0 ⇐⇒ α = (X ′X)−1X ′u.On a don
 pF (u) = Xα = X(X ′X)−1X ′u. La matri
e de proje
tion orthogonale sur F est don
 :

X(X ′X)−1X ′ =
1

14





5 6 3
6 10 −2
3 −2 13



 .Exer
i
e 31. Les valeurs propres de A sont λ1 = 100, λ2 = 25. Les espa
es propres sont
Eλ1

= Ve
t(4/5
3/5

)

, Eλ2
= Ve
t(−3/5

4/5

)

.On pose
P =

1

5

(

4 −3
3 4

)

,on a
D = P ′AP ave
 D =

(

100 0
0 25

)

.2. Les valeurs propres sont λ1 = 1, λ2 = 1 −
√

2, λ3 = 1 +
√

2. Les esapa
es propres sont :
Eλ1

=
1√
2
Ve
t 1

0
−1



 , Eλ2
=





−1/2

1/
√

2
−1/2



 , Eλ3
=





1/2

1/
√

2
1/2



 .Soit P la matri
e formée par les ve
teurs propres, on a
D = P ′BP ave
 D =





1 0 0

0 1 −
√

2 0

0 0 1 +
√

2



 .
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3. Les valeurs propres sont λ1 = 5, λ2 = 2 (d'ordre 2). Les espa
es propres sont :
Eλ1

=
1√
3
Ve
t1

1
1



 , Eλ2
= Ve
t−1

1
0



 ,





−1
0
1



 .A l'aide de Gram-S
hmidt, on orthogonalise la base des ve
teurs propres :
f1 =





1
1
1



 , f2 =





−1
1
0



 , f3 =





−1
−1
2



 .On pose
P =





1/
√

3 −1/
√

2 −1/
√

6

1/
√

3 1/
√

2 −1/
√

6

1/
√

3 0 2/
√

6



 ,on a alors
D = P ′CP ave
 D =





5 0 0
0 2 0
0 0 2



 .Exer
i
e 41. Le dis
riminant du polynome 
ara
téristique vaut : (a − d)2 + 4b2 ≥ 0, A admet don
 deuxvaleurs propres réelles (éventuellement égales).2. A est orthogonalement diagonalisable, il existe dont P une matri
e orthogonale telle que
A = PDP ′ ave


D =

(

λ1 0
0 λ2

)

.On a don
 tr(A) = Tr(D) et det(A) = det(D) d'où a + d = λ1 + λ2 et det(A) = λ1λ2.3. Il su�t de montrer que les valeurs propres sont stri
tement positives. Comme det(A) > 0,on a λ1λ2 > 0 et ad − b2 > 0. On déduit ad > b2 et don
 d ≥ 0. On a don







λ1λ2 > 0
a > 0 et d ≥ 0
a + d = λ1 + λ2

,d'où λ1 > 0 et λ2 > 0. Q est don
 dé�nie positive.Exer
i
e 5
V est orthogonalement diagonalisable et les valeurs propres de V sont stri
tement positives. Soit Dla matri
e diagonale dont les éléments de la diagonales sont les ra
ines 
arrées des valeurs propres.Il existe don
 une matri
e orthogonale P telle que :

V = PD1/2D1/2P ′ = PD1/2D1/2′P ′ = SS ′ave
 S = PD1/2.MASS 2-Algèbre 3 Laurent Rouvière - TD 6



Exer
i
e 61. La matri
e asso
iée à la forme quadratique Q est :
A =





1 2 3
2 2 2
3 2 1



 .2. Les valeurs propres de A sont λ1 = 6, λ2 = 0 et λ3 = −2. Les espa
es propres sont :
Eλ1

= Ve
t 1√
3





1
1
1



 , Eλ2
= Ve
t 1√

6





1
−2
1



 , Eλ3
= Ve
t 1√

2





1
0
−1



 .Soit P la matri
e orthogonale formée des ve
teurs propres dé�nis 
i dessus et
D =





6 0 0
0 0 0
0 0 −2



on a A = PDP ′.3. Soit B la base orthonormée formée par les ve
teurs 
olonnes de P . Soit U
an = (u1, u2, u3)
′et UB = (ũ1, ũ2, ũ3) les 
oordonnées d'un ve
teur u dans la base 
anonique et dans la base

B. On a
Q(u) =U ′
anAU
an = U ′
anPDP ′U
an = (P ′U
an)′ D P ′U
an = (P−1U
an)′ D P−1U
an

=U ′
BDUB = 6ũ2

1 − 2ũ2
3.Exer
i
e 71. Voir exer
i
e 11 du TD 5.2. La meilleure approximation de P est la proje
tion orthogonale de P sur P2. Orthogonalisonsla base 
an = (1, X, X2, X3) à l'aide du pro
édé de Gram-S
hmidt.� On pose R1(X) = 1 ;� On 
al
ule R2 :

R2(X) = X − < 1, X >

||1||2 1 = X − 1

2
.� On 
al
ule R3 :

R3(X) =X2 − < 1, X2 >

||1||2 1 − < X − 1/2, X2 >

||X − 1/2||2 (X − 1

2
)

=X2 − 3

2
− (X − 1

2
) = X2 − X − 1.� On 
al
ule R4 :

R4(X) =X3 − < 1, X3 >

||1||2 1 − < X − 1/2, X3 >

||X − 1/2||2 (X − 1

2
)

− < X2 − X − 1, X3 >

||X2 − X − 1|| (X2 − X − 1)

=X3 − 8

2
1 − 14

5
(X − 1

2
) − 6

4
(X2 − X − 1)

=X3 − 3

2
X2 − 13

10
X +

9

10
.MASS 2-Algèbre 4 Laurent Rouvière - TD 6



B = (R1, R2, R3, R4) est par 
onstru
tion une base orthogonale de P3[X] telle que� (R1, R2, R3) est une base orthogonale de P2[X] ;� R4 est une base de P2[X]⊥.Par 
onséquent si on note π la proje
tion orthogonale sur P2[X], on a :
A = MB,B(pi) =









1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0









.Ainsi, en notant P la matri
e de passage 
an à B :
T = MB,
an(id) =









1 −1/2 −1 9/10
0 1 −1 −13/10
0 0 1 −3/2
0 0 0 1









,on a
B = M
an,
an(π) = TAT−1 =









1 0 0 −9/10
0 1 0 13/10
0 0 1 15/10
0 0 0 0









.Ainsi les 
oordonnées de π(P ) dans base 
anoique sont :








1 0 0 −9/10
0 1 0 13/10
0 0 1 15/10
0 0 0 0

















5
0
0

−1/2









=









5.45
−0.65
−0.75

0









.La meilleur approximation de P par des polyn�mes de P2[X] est don

−0.75X2 − 0.65X + 5.45.

Q ∈ P2[X], par 
onséquent la proje
tion orthogonale de Q sur P2[X] est don
 égale à Q.Exer
i
e 8Exer
i
e 9
U est une matri
e orthogonale, don
 U ′U = I, d'où

det(U ′U) = (det(U)2) = det(I) = 1 =⇒ det(U) = 1 ou det(U) = −1.Exer
i
e 10Comme E = F ⊕F⊥, on peut 
onstruire B = (e1, e2, e3, e4) une base orthonormée de R4 telle que :� (e1, e2) est une base de F ;� (e3, e4) est une base de F⊥.La matri
e de la proje
tion orthogonale par rapport à B est don









1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0









.Par 
onséquent 0 et 1 sont valeurs propres d'ordre 2.MASS 2-Algèbre 5 Laurent Rouvière - TD 6



Exer
i
e 111. A est une matri
e symétrique, elle est don
 orthogonalement diagonalisable.2. Si m = 2, A n'est pas inversible.3. Les valeurs propres sont :λ1 = m + 4, λ2 = m− 2 (d'ordre 2). On trouve 
omme sous-espa
epropres
Eλ1

= Ve
t1
1
1



 , Eλ1
= Ve
t−1

1
0



 ,





−1
0
1



 .4. Si m = −4, A est de rang 2, si m = 2 A est de rang 1, sinon A est de plein rang.5. On pose
P =





1 −1 −1
1 1 0
1 0 1



 et D =





m + 4 0 0
0 m − 2 0
0 0 m − 2



 ,on a alors A = PDP−1, d'où A−1 = PDP−1 ave

P−1 =

1

3





1 1 1
−1 2 −1
−1 −1 2



 .On obtient
A−1 =

1

3(m + 4)





1 1 1
1 1 1
1 1 1



+
1

3(m − 2)





2 −1 −1
−1 2 −1
−1 −1 2



 .Exer
i
e 121. La symétrie est évidente. La bilinéarité est une 
onséquen
e de la linéarité de l'intégrale.
< ., . > est positive 
ar

< P, P >=

∫ 1

0

P 2(t) dt ≥ 0.Soit P telle que < P, P >= 0. Alors
∫ 1

0

P 2(t) dt = 0 =⇒ P (t) = 0∀t ∈ [0, 1].

P est un polyn�me de degrés n qui s'annulle en tous points de [0, 1], P est don
 le polyn�menul.2. On 
al
ule
< P, Q >=

∫ 1

0

t dt =
1

2
, ||P ||2 =

∫ 1

0

t2 dt =
1

3
, ||Q||2 =

∫ 1

0

1dt = 1,

d2(P, Q) = ||P − Q||2 =

∫ 1

0

(t − 1)2 =
1

3
.3. On obtient par Gram-S
hmidt la base orthogonale (R1(X), R2(X), R3(X)) ave
 :

R1(X) = 1, R2(X) = X − 1

2
, R3(X) = X2 − X +

1

6
.MASS 2-Algèbre 6 Laurent Rouvière - TD 6



4. Les 
oordonnées de 1, X et X2 dans (R1(X), R2(X), R3(X)) sont les 
olonnes de la matri
e




1 1/2 1/3
0 1 1
0 0 1



 .5. A l'aide de Gram-S
hmidt, on 
omplète la base (R1(X), R2(X), R3(X)) en une base ortho-gonale de P3[X]. On trouve
R4(X) = X3 − 3

2
X2 +

3

5
X − 1

20
.La meilleure approximation de X3 par des polyn�mes de P2[X] est la proje
tion orthogonale

Π de X3 sur P2[X]. La matri
e de Π par rapport à la base B = (R1(X), R2(X), R3(X), R4(X))est
MB,B(Π) =









1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0









.La matri
e de passage de la base 
anoniqe à B est
P = MB,can(id) =









1 −1/2 1/6 1/20
0 1 −1 3/5
0 0 1 −3/2
0 0 0 1









,La matri
e de Π par rapport à la base 
anonique est don
 :
M
an,
an(Π) = PMB,B(Π)P−1 =









1 0 0 −0.05
0 1 0 −0.6
0 0 1 1.5
0 0 0 0









.Les 
oordonnées de Π(X3) dans la base 
anonique sont don
 :








1 0 0 −0.05
0 1 0 −0.6
0 0 1 1.5
0 0 0 0

















0
0
0
1









=









−0.05
−0.6
1.5
0









.Par 
onséquent Π(X3) =
3

2
X2 − 3

5
X − 1

20
.

MASS 2-Algèbre 7 Laurent Rouvière - TD 6


