Licence MASS 2 2009-2010

TD 0 : Matrices

Exercice 4
4

Lo flzl] = 2222y @, done, [Jul| = 28, [|v]| = 70, [Jw|| = 5.

2. <wu,v>= E?:luivi =0, < u,w>= -3, <u,w>=0.

3. u'v=0,
5 10 20 =35

A R
o 1 2 4 =7

1 2 4 =7

Pour pouvoir calculer le produit matriciel AB, il faut que le nombre de colonnes de A soit
égal au nombre de lignes de B donc uwv est impossible.

4. v'w = =3, w'u = —3, uw est impossible.
5. v'w =0 et
0 2 -1 0
{0 8 —4 0
0 —-14 7 0
Exercice 7
1. X’X est de dimension p X p.
2. On note x;; 'élément de la i®™° ligne et la j*™¢ colonne de X (i =1,...,n,7=1,...,p). On
note également v, I'élément de la s°™¢ ligne et 1a t*™ colonne de X (s = 1,...,p,t =1,...,p).

On a alors :
n
Yst = E LlsTit-
k=1

I1 découle de la formule précédente que X' X est symétrique.
X(’Z.)X(i) est de dimension p X p.

x; est de dimension p x 1.

A

Soit zy I'élément de la s°™¢ ligne et la t™¢ colonne de XopXaoy +aa; (s =1,...,pt =
1,...,p). Montrons que zy = yg. On a :

n n
Zst = E TpsTht + TisTip = E Llslht = Yst-
k=1 ki =1

Exercice 8
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Comme l'inverse d’une matrice symétrique est une matrice symétrique, on obtient :

25 0 0
X'X=10 93 54
0 54 127

Comme X ne posséde que des 1 sur sa premiére colonne, on déduit que X posséde 25 lignes.

Le coefficient de corrélation linéaire empirique est donné par

2 (XN - X)(X5—X5) ny XoXs—> X3 Xs
VR - PG - X V(5 XD) — (D X)) (2 X3) — (2 Xa)?)
_ 25%¥54—-0%0 0.496

V(25 % 9.3 —0)(25 * 12.7 — 0)

10 1 3 ~1 —6
B = (2 3) _2<2 —1) - (—2 +5)’
1 3 -1 -6 ~-1 -9
A= (2 —1) +2<—2 +5) = (—2 9)
Exercice 10

Les résultats sont résumés dans le tableau suivant :

Exercice 9
On a

Par conséquent

Matrice || 1 | 2 3 415] 6 7 8 9
det 226 | 18 | 4+2i | 1| 1] 2abe | -16 | (ad — be)?* | 720.

Exercice 11
1. C; = 10C5 + (5 les vecteurs colonnes sont liés donc le déterminant est nul.

2. On a

0 8 5 2 8 9 2 8 9 2 8 9
2 8 9=—1]0 8 H5|=—(0 8 5 |1=—10 8 5 |=17%*16
6 4 6 6 4 6 0 —-20 -21 0 0 —17
3. Le déterminant est de la forme :
a a+ 100
b b+100‘_100(“_b)'
Exercice 12
On trouve :
13—1—1 1 a a? (1)_11_118
At==(-1 3 3|, A'=[01 a], A'=
8\-1 =5 3 00 1 o
-1 0 0 1
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Exercice 13

2
2.55
—0.57
1.88

BX'X)T Xy =

Exercice 14
On remarque d’abord que w' M ~'v est un scalaire, donc comme M est symétrique on a /M ~1v =
v M~ u. On a ainsi :

Mty M1 wo' M~ uv' M~ Mt
M Nt — — ] "ML
( —l—uv)( 1+u’M—1v) + uv oy
"M~ + o' M)
—Ttwm - ~ I
v 14+ wM-1tv
Exercice 15
ar +by —ay+ bx
det(DA) = —bx+3y anyrby = (ax + by)* + (bx — ay)?
= det(D) det(A) = (a® + b*) (2% + ?)
Exercice 16
Les matrices A et D ne sont pas inversibles.
25 3 0 0 1 5/4 1 36 206 2
Bl'=|-15 -2 0|, ¢ct'=( 0o 12 1/2 |, E—1:m —13 -93 3
-15 -3 1 -5/3 —1/3 —1/4 —-13 —-32 14
4 —6 —6 4
2 -1 -1
I 1-6 0 6 0
-1 _ 1 -1 _
F_Olj’5g’G120660
-2 0 -6 4

H est inversible si et seulement si abc # 0. Dans ce cas :

1/a —2/ab 0
H™' = 0 1/b 0
—3/ac (6 —2a)/(abc) 1/c

Exercice 17

1. rang 2.

2. On trouve det(B) = 4a*(2a — 2).
— Sia+#0etas#1lerang vaut 3.
— Sia=0oua=1 la matrice est de rang 2.

3. rang 3.
4. rang 3.
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5. On trouve det(E) = a® + b®.
— Sia= —beta##0 alors det(E£) = 0 et la sous-matrice d’ordre 2 en haut a gauche posséde
un déterminant égal a a® # 0 donc le rang vaut 2.
— Si a =b=0, la matrice est nulle (rang 0).
— Si a # —b le rang vaut 3.

Exercice 18
29929292929292999

Exercice 19
On trouve det(A) = —(m +5)(m + 1).
— Sim=>50um= —1lerang de A vaut 2.
- Si
m #5

et m # —1 le rang vaut 3. A est alors inversible et les 5 coefficients demandés sont trouvés dans
la matrice inverse qui est

1 1 1
m—295 m—295 m—295
41 m — 2 om — 7 Tm — 17
S m=5 (m-=5)(m+1) (m—>5)(m+1)
1 6 m — 11

m—5 (m—5)(m+1) (m—>5)(m+1)
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Licence MASS 2 2009-2010

TD 1 : Bases et applications

Exercice 1

— Ay = {(z,y) € R* : 22 + 3y = 0}. Soit u = (x1,91), v = (22,12) deux éléments de A; et ),
p deux réels. Mu + pv = 0 donc Mu + p € A; done A; est un sous-espace vectoriel de R?. On
remarque que A; = {(z, —2/3x)|z € R, donc A; = Vect(1,—2/3).

— Soit u = (z1,y1), v = (22,y2) deux éléments de Ay. Soit w = lu + lv, w a pour coordonnées
(214 22,91 + y2) et 2(z1 + 22) + 3(y1 +y2) =2 # 1 donc w = u+v ¢ Ay donc Ay n’est pas
stable par combinaison linéaire, ce n’est pas un sous-espace vectoriel.

— Comme

Ay = {a(1,1) + b(1, —1)|a,b € R} = {a G) T (_11) cabe R} _ Vect (G) , (_11)) .

Donc Aj est un sous-espace vectoriel de R? de dimension 2 (et donc Az = R?).

Exercice 2
— F} est non vide, il contient par exemple la fonction z — 0. Soit f et g deux fonctions de F} :

(A +ug) (=) = AMf(—2) + pg(—z) = M (z) + pg(z) = (\f + pg)(z),

donc (\f + png) € Fy et F} est ainsi un sous-espace vectoriel de Fonct(R,R).

— On montre de méme que Fy, Fy et F5 sont des sous-espaces vectories de Fonct(R,R).

— Soit f et g deux éléments de Fy, 1f+1g =2 = 1f+ 1g ¢ Fy donc F, n’est pas un sous-espace
vectoriel de Fonct(R,R).

Exercice 3
Soit E' un espace vectoriel. Soit (uq, ..., us) une famille libre de E.
1. Que savez-vous sur la dimension de E'? dim(Vect(us,...,us) = 4, comme Vect(ui, ..., uy)
est un sous-espace vectoriel de F, on a dimF > 4.
2. Les familles suivantes sont-elles libres :
— (uy,u9,0,uy) : non, car Ouy + Oug + lug + Ouy = 0.
— (uy, ug, ug + uy, uy) : oui, car Zj‘zl a;u; = 0 implique o; = 0 pour tout .
— (uy,us,u3) : oui pour la méme raison.
— (uy,us + us, uyg) : oui.

Exercice 4
Soit E' un espace vectoriel. Soit (uq,...,us) une famille génératrice de E.

1. Que savez-vous sur la dimension de E? Si (uq,...,uy) n’est pas libre, (\y,..., \y) #
(N, ..., ) tel que :

w=ANuy + ...+ Mug = Nug + .+ Ny

On peut ainsi exprimer tout vecteur de F en fonction de (uy, us, u3), donc dimFE < 4.
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2. Les familles suivantes sont-elles génératrices :
— (ug,ug,ug,0,uy) : oui.
- (ul, Ug, U3 + Uy, U4) coul. u = )\1’&1 + ...+ )\4U4 = )\1U1 + )\QUQ + )\3(U3 + U4) + ()\4 — )\3)’&4.

Exercice 5
Dans R3, déterminer si les familles sont génératrices, libres, liées, forment des bases. Si la famille
est une base, calculer les coordonnées des vecteurs de la base canonique dans cette nouvelle base.

1.oup = (1,2,3), uy = ¢(4,0,—1) et ug = (3,7,9) : det[uy, us, us] = 13 # 0, donc c’est une

base. On a :
U 12 3\ /e
U9 = 4 0 —1 €2
us 3 7 9 €3

Il faut résoudre le systéme, ce qui revient a inverser la matrice. On trouve : e; a pour coordoo-
e - (T3 2 o - e - (28 1 8
nées : (13,713, —73)- €2 a pour coordoonées : (—3,0, 1). ez a pour coordoonées : (I3, —13, —13)-

Ceci revient a calculer P71,

2. mémes vecteurs u; et us et uz = (—1,14,19). det P = det[uy, us, us] = 32 # 0, donc c¢’est une

base. On a cette fois :
7/16  —=75/32 7/4
Pt=1| 1/8 11/16 —1/2
~1/16 13/32 —1/4

Exercice 6

Soit f une application linéaire, montrer que : Ker f = {0} < f est injective.

— Si f est injective alors pour tout u # v, f(u) # f(v). Or f est une application linéaire donc
f£(0) = 0. Il ne peut donc exister de vecteur u non nul tel que f(u) =0 : on a bien Ker f = {0}.

— Si Ker f = {0}. Supposons que f ne soit pas injective, alors il existe deux vecteurs distincts u
et v tels que f(u) = f(v). Mais alors par linéarité de f, on a f(u —v) =0, avec (u —v) # 0 :
ceci contredit Ker f = {0}.

Exercice 7
Soient a, b, ¢, d, des scalaires et I’application f :

R*> — R’
x r\ _ [(av+by
<y) - (y) B (Cde)
1. (a) Dans la base canonique de R?, si u = [z,y]' = ze; + yeq, alors f(u) = Au, avec :
a b
a=[ta)

ce qui revient a dire que f est une application linéaire de R? dans R?, dont la matrice
dans la base canonique est A.

(b) L’image par f des vecteurs e; et ey se lit sur les colonnes de la matrice A : f(e;) =
aey + cey et f(eg) = bey + des.

(¢) Soit u = ze; + yey un vecteur de R?, alors I'image par f de u est donnée dans le texte :

f(u) = (ax + by)ey + (cx + dy)es.

MASS 2-Algébre 2 Laurent Rouviére - TD 1



2. Soit fi I'application linéaire ot a = b =c = d = 1/2, ¢’est-a-dire :

A= Meancan(f1) = { }g %; } :

i =q(p) % () <o} =1() e 0 0=0)
:{(_xx) ::cG]R} — Vect(e; — ¢3)

Pour montrer que fiof; = fi, il suffit de vérifier que A% = A.

(b) L’application f; est donc un projecteur. L’ensemble de ses points invariants est 1’en-
semble des vecteurs u tels que (f;)(u) = u, ce qui s’écrit encore :

SR
Y Y
et on obtient le sous-espace vectoriel : Vect(e; + e2) = R(e; + e3).

(c) Soit M un point de R?. Puisque f; est un projecteur, fi(M) est le projeté de M sur
Im(f1) paralléelement & ker(fi). Pour un projecteur Im(f;) correspond a ’ensemble des
points invariants, donc f; (M) est donc le projeté de M sur la droite y = x parallélement
a la droite y = —ux.

3. Soit fy I'application linéaire ot a = b = ¢ = d = 1. Avec les mémes notations qu’avant, on
a donc fo(u) = 2f;(u). Ainsi fy est la composée de la projection orthogonale f; et d'une
homothétie de rapport 2.

4. Soit f3 'application linéaire ot a =d=0,b=1et ¢ = —1.

(a) La matrice de f3 dans la base canonique est

0 1
A= { ol ] |
Son déterminant vaut 1 donc f3 est bijective et ker(f;) = {0}.
(b) On voit que f3 est la rotation de centre 1'origine et d’angle —m /2.
5. Soit f4 I'application linéaire qui s’écrit dans la base canonique :
[ 84 -1/
T =34 1/4 |
ota=3/4,b=—1/4,c=-3/4etd=1/4.
(a) On trouve ker(fy) = Vect(e; + 3es), Im(fy) = Vect(e; — e3) et Inv(fy) = Vect(e; — e3).

(b) On trouve que fyo fy = fy, i.e., f1 est un projecteur. Plus précisément, c’est la projection
sur la droite vectorielle Im(f;) parallélement a la droite vectorielle ker(fy).

(c) On a MZ.(fs) = M2.(fs) = M2,(fs) = A. Ceci est vrai pour tout projecteur f et
évident géométriquement : une fois qu’on a projeté le vecteur sur Im(f) parallélement
a ker(f), réappliquer le projecteur n’a plus aucun effet.
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y =3z y=z
WM
/ x
= _T
N\ =1
M,
M.
3 Mo
‘.M4 y=—-x

F1G. 1 — Points My, My, M3 et My.

6. Soit M un point de R? de coordonnées (z,y) : 'image de M par f; est la projection sur la
droite d’équation y = —x parallélement a la droite d’équation y = 3x. Les points My, My,
M3 et My sont représentés figure 1.

Exercice 8
Soit f, une nouvelle application de

R? — R?
(z,y) — f(af,y)z(

3r—y+3 —3r+y+3
4 ’ 4

L application f n’est pas linéaire puisque f(0,0) # (0,0). Si on note
1 [ 34 —1/4 R [ 3/4
A‘ﬂ[—3/4 1/4} X_ly] B_{?’/‘l ’

on alarelation : f(X) = AX+ B. Par analogie avec la dimension 1, on dit que f est une application
affine.

Exercice 9
Soit R? l'espace vectoriel muni de la base canonique (é7, €3) = (1,7). Soit f la rotation de centre
O (0,0) et d’angle 7/4 (f : R* — R? est une application linéaire). La matrice A de f dans la base

canonique est
1 1 -1
=0 7

o= [ ][22l 2]

On a alors
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Exercice 10
Soit, dans R3, les systémes de vecteurs suivants :

B: e =(1,10) ea=(1,—-2,1) e3=(0,2,1)

B': ¢ =(3,22) ¢ =(0,-3-1) ¢ =(2,-3,0)
1. 11 suffit de vérifier que les déterminants des matrices formés par les vacteurs e, eq, €3 et
e}, e}, €5 sont non nuls.
2. Notons
— P la matrice de passage de la base canonique a la base B
— @ la matrice de passage de la base canonique a la base B';
— R la matrice de passage de la base B a la base B'.

On a
1 1 0 3 0 2
p=[1 =2 2], o=[2 -3 =3
0 1 1 2 -1 0
On a donc R = P71, c’est a dire
L[4 1 2\ /3 0 2 2 —1/5 1
R=-(1 -1 2 2 =3 3| =11 1/5 1
>\ 1 3/ \2 —1 o0 1 —6/5 -1
(R3, can)
A
p—l
Q
(R%, B') > (R, B)
R

3. Soit f : R?* — R? 'application linéaire définie par :
fle1) =eé1 4265 —e3 f(ez) =é3+4e3+3€1 f(e3) = —€1 + 363 + é3.

On connait donc la matrice de f dans la base B, a savoir :

1 3 -1
A= Mpp(f) = 2 1 1
-1 4 3

R est la matrice de passage de la base B a la base B/, donc D = R™'AR (D est la matrice
de f dans la base B’). On a donc

-32 23 11
D=1|-7 50 20
53 =344 —-13

MASS 2-Algebre 5 Laurent Rouviére - TD 1






Licence MASS 2 2009-2010

TD 2 : Diagonalisation

Exercice 1
Soit P la matrice de passage de la base canonique a la base B :

11 11
. 0111
P=Mpan(id) =14 ¢ 1
0001
On déduit du diagramme suivant que C = P~1AP.
fiA
(R*, can) » (R* can)
A
id, P id, P!
Y
(R, B) = (R* B)
f.C
On calcule P~! pour déduire C :
1 -1 0 0 1 0 -2 =2
1 (0 1 -1 0 10 2 2 2
= 0o 0o 1 =11 ¢= 00 1 0
0 0 0 1 00 0 2

Exercice 2
1. 11 faut exprimer f(io) et f(jo) dans la base B,. Graphiquement, on lit :

f(ig) = cos(2m/6)iy + sin(27/6)jo = %io + ?jo.
V3.1

f(Jo) = cos(m/6)ig — sin(m/6)jo = 7% - §j0-
D’ou
(12 V3)2
t0= (b Y10)-
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2. Soit P la matrice de passage de By a B; :

B . [cos(n/6) —sin(n/6)\  [(V3/2 —1/2
P = Mg, 5,(id) = (sin(ﬂ/G) cos(m/6) ) N ( 1/2 \/5/2) '

La matrice de f par rapport a la base By est :
1 0
a0

AO - PAlp_l.

On obtient grace au diagramme 2

On peut calculer P~! de deux maniéres différentes :

f A
(R2, By) ' - (R2,B))
A
id, P! id, P
Y
(RZ,BU) fA i (R2,80>
) 0

F1G. 2 — Changement de base pour f.

— On inverse P;
— P~ ! est la matrice de rotation d’angle —7/6 par rapport a la base By :

P (fg %?2) '

On retrouve la matrice Ay en calculant PA; P~

Exercice 3
1. La matrice A admet deux valeurs propres distinctes A\; = 3, Ay = 1, A est donc diagonalisable.
Pour trouver I’espace propre £, on résout :

{5x—2y:3x

dor —y = 3x rT=y

Donc E), = Vect(e; +e5) = Vect(1/v/2(e; +¢3)). De méme, on trouve E,, = Vect(e; +2e;) =
Vect(1/+v/5(e1+2e3)). Soit B la base (1/v/2(e1+e3),1/v/5(e1+2e5)). A a pour représentation

dans B :
30
0 1
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2. On a une seule valeur propre A = 2 d’ordre de multiplicité 2. F\ = Vect(es) est de dimension
1, donc B n’est pas diagonalisable.

3. On a 3 valeurs propres : \; = 1, Ay = 2, A3 = 3 donc C est diagonalisable. F), = Vect(e; +
3/2eq + 1/2e3) = Vect(2/v/14(ey + 3/2e5 + 1/2e3). De méme,

B, = Vect(3e; 4 dey + e3) = Vect(1/v/26(3e; + 4ey + e3))

et
E)\3 = Vect(1/261 + €9 + 63) = VeCt(1/361 + 2/362 + 2/363)

Dans la base formée des vecteurs propres, C' a pour matrice :

1 00
0 20
00 3
4. On a deux valeurs propres : Ay = 2 et Ay = —1 (A\y est d’ordre de multiplicité 2). E), =

Vect(ey + ey + e3) = Vect(1/v/3(ey + €3 + e3)). On trouve

B\, ={(z,y,2) €R* 12 +y + 2 =0}
-y —Z -1 —1
= Yy () eR* =Syl 1 | +2] 0 |:(y,2) €R?
z 0 1

:Vect((—61 —+ 62), (—61 —+ 63)) = Vect(l/\/ﬁ(—el —+ 62), 1/\/5(—61 + 63))

(il suffit de prendre deux vecteurs non colinéaires dans R? tels que leurs coordonnées vérifient
r+1y+ 2z =0). Le sous espace E,, est de dimension 2, D est donc diagonalisable. Elle a pour
représentation dans la base formé par les vecteurs propres :

2 0 0
0 -1 0
0 0 -1

5. On a deux valeurs propres A\; = —2 et Ay = 2 (g est d’ordre de multiplicité 2). On trouve
E)q = Vect(el — €9 + 63) = Vect(l/\/g(el — €9 + 63))
et
EAQ = Vect(—el —+ €9 + 63).

E,, est de dimension 1 donc E n’est pas diagonalisable.

6. Le polynome caractéristique vaut P(\) = (A—2)(—A?+2X—2). On a une seule valeur propre
réelle 2 d’ordre 1, F' n’est donc pas diagonalisable dans R. Si on se place dans C, on a trois
valeurs propres distinctes : A\ = 2, A\ = 1 +iet A\3 =1 —1i. E\, = Vect(e; + ey +e3) =
Vect(1/+v/3(ey 4 ey + e3). Pour les valeurs propres complexes on obtient :

By, ={(21,22,23) € C° 1 2p = i21, 23 = —iz }
1 1 ' 1
1 g 1 g v g
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et
3 : : 1 :
Ey, ={(z1,20,23) € C°: 29 = —izy, 23 = 021} = Vect—= | —i

i\

La représentation de F' dans la base des vecteurs propres est

2 0 0
0 I+2 O
0 0 1—2
7. 2 valeurs propres : \; = 5 d’ordre 1 et Ay = —3 d’ordre 2. E), = Vect(e; + 2e —

63) = Vect(l/\/é(el -+ 262 — 63)) et E)\Q = VeCt(—261 + €9, 361 -+ 63) = Vect(l/\/g(—Qel +
e2), 1/v/10(3e; + e3)). E,, est de dimension 2 donc G est diagonalisable, sa représentation
dans la base formée par les vecteurs propres est

5 0 0
0 -3 0
0 0 -3

Exercice 4
1. A posséde deux valeurs propres A\; = 4 et A\y = 1 donc A est digonalisable.

E>\1 = Vect(el + 62), E)\2 = VeCt(261 — 62).

Soit B la base (fi, f2) = (e1 + e2,2e1 — e3), P la matrice de passage de la base canonique a
la base B et D la représentation de A dans B :

. 1 2 4 0
Pttt (1 2). 0o (10).

On a D = P7'AP ou encore A = PDP~!, par suite

A" = PDP ' x PDP ' x...x PDP~' = pD"P~ %,

g (12\ (4 0\ (13 23\ _ 1 [4n42 4ntt/2 2
—\r 1)\o 1)\1/3 —1/3) 3\4r—1 412 41)°

2. On a deux racines complexes A\ = 3 + \/§i, Ao = 3 — V/2i.

On a donc

, 1
B\, = {(z1,2) € C*: 2y = —iV/2z} = Vect (—Z\/ﬁ)

) 1
E>\2 = {(21,2’2) € C2 129 =1 221} = Vect (Z\/E)

Soit B la base de C? définie par (21, 2) = (1 — iv/2eq, €1 + iv/2e3). Avec les notations de la
question précédente, on obtient :

p () 2 00 (T )
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avec 0 = Arg(3 4 iv/2) ~ 0.4405. On a donc

5= (Lom n) (T ity eens) (12 o)

0 o[ cos(nf)  —sin(nb)/v2
B = (V1) <\/§sin(n9) cos(nf) )

3. On a trois valeurs propres réelles : \; =0, Ay =1 et \3 = —1 donc C est diagonalisable. On
trouve

E)q = Vect(el — 62), E>\1 = Vect(el + e + 63), E)\s = Vect(el + €9 — 263).

Ici,
1 1 1 0 0 O
P=1-11 1], D=101 0
0 1 =2 00 —1
Donc
1 1 0 0 0 33 0
ct=1-11 1 o1 0 J1/612 2 2],
0 1 =2 00 (=1 11 -2
1 2 2 2 1 (=)™ (=) 2(—=1)H
cr=gl2 2245 (GO0 (F) 2
2 2 2 2(—=1)m 2(=1)" L 4(=1)"
Exercice 5
1. On lit dans la matrice A :
f(el) = €1 + 262
fle2) =er+ex+es
f(es) = 2e;1 + ex + 3es.
2. det(A) =0.
3. On trouve trois valeurs propres : \; = 0, Ay = 1, A3 = 4. Les espaces propres sont :

E)\l = Vect(el — 362 + 63), E)\Q = Vect(—el — 462 + 263), E)\3 = Vect(el + e + 63).

4. A est une matrice 3 x 3 et admet trois valeurs propres (réelles) distinctes, elle est donc
diagonalisable. Soit B’ la base formée des vecteurs uq, us, us définis par :

U1 :61—362+63
Uy = —€1 — 462 + 263

Uz = €1 + €2 + €3

La forme de la matrice A dans B’ est

D =Mpp(f)=

o O O
o = O
- O O
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5. La matrice de passage de la base canonique B a la base B’ est :

1 -1 1
P=Mgg(id)=|-3 -4 1
1 2 1

6. On obtient a laide d’un diagramme du style de la Figure 2 : D = P~ AP. On vérifie par le
calcul que I'on a bien :

00 0 12 —1/4 —1/4\ /1 1 2\ /1 -1 1
010|=(-1/3 0 1/3|[21 1|3 —41
00 4 16 1/4 7/12) \o 1 3/ \1 2 1

Exercice 6
1. 2 valeurs propres : \; =5 et Ay = —3 d’ordre 2.

2. Les sous-espaces propres sont

1 1 1
E)\l = %Vect(el + 262 — 63), EAQ = Vect (E(—Qel -+ 62), —1(361 -+ 63))

3. Soit B' = (e1 + 2e5 — €3, —2e1 + e2,3€e1 +€3), on a

o

5 0 0
MB’,B’(f) — O —3 O
0 0 =3

4. Soit P la matrice de passage de la base B a B’ :

1 -2 3
P=Mgps=|2 1 0],
-1 0 1

alors My = PMpg g P~" et par conséquent My = PMp, 5 P~

1 -2 3 5" 0 0 1 1 2 =3
Mis=|2 1 o|f[0o (=3 o |<[-214 6
10 1/\o o (=3)%\1 2 5
B T (—3)7  2%5% — 2% (—3)" —3 %57+ 3% (—3)"
=2%5"—2%(=3)" 4x5"4+4%(—3)" —6%5"+6x*(—3)"
S50 4 (=3)" 2574 2% (=3)" —3 %57 — 3% (—3)"

Exercice 7

La matrice F admet deux valeurs propres A\; = 2 et Ay = —2 (d’ordre 2). Les valeurs propres sont
dans R, elle est donc triangularisable dans R. Les vecteurs u; = (e; —es+e3) et ug = (—e; +egs+e3)
forment une base des sous espaces-propres. On compléte cette base par le vecteur uz = e; (il suffit
de vérifier que det(uy, ug, u3z) # 0. La représentation de E dans la base (u;, us, ug) est triangulaire
supérieure. Pour déterminer la troisiéme colonne de cette matrice, il suffit d’exprimer f(u3) dans

la nouvelle base. Comme f(u3) = f(e1) = e; + ea — 3es. Soit P la matrice de passage de la base
canonique a la nouvelle base :
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Les coordonnées de f(u3) dans la nouvelle base s’obtiennent par le produit P~(1,1,-3) =
(—2,—1,2)". La représentation de E dans la nouvelle base est donc :

-2 0 =2
0 2 -1
0 0 2
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TD 3 : Diagonalisation

Exercice 1 (Systéme différentiel linéaire)
On s’intéresse au systéme différentiel :

/ t

¥ = b5r + 16y — 4é
y = 2z — Ty + e

qu’on écrit sous forme matricielle
X' =AX+T

1. Valeurs propres : —3 et 1. Vecteurs propres associés : u = [1,—1/2] et v = [1, —1/4]".

2. On a donc
B 1 1 1 =30 4 | -1 -4
P_[—l/Q —1/4] D_[O 1} P _l2 4}

3. On a donc A = PDP~!. Ce qui donne pour le systéme différentiel : X' = PDP1X 4+ T.
4. On peut encore écrire : P~'X’ = DP™1X + P~'T. Ou encore : X' = DX +T.

5. On vérifie que 7' = ( —get ) On a donc maintenant
X —px+( ° (1)
—4et )
6. L’équation différentielle 2/ = —3% admet pour solution générale : 2(t) = ae ™.

7. L’équation différentielle 4/ = ¢ — 4e! admet pour solution générale : y(t) = (5 — 4t)et.
8. On en déduit que

x=rf=| e 6T me | =[S T8

Exercice 2 (Systéme dynamique linéaire)
On considére deux suites (u,)n>0 €t (v,)n>0 telles que ug = vy = 1 et satisfaisant, pour tout n > 0,
le systéme de relations de récurrence :

Up i1 = du, + 20,
Upt1 = —6u, — 4v,
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On peut écrire ce systéme sous la forme : X, ; = AX,,, en notant X,, = [u,,v,]" et :

=[5 A

On diagonalise A, ce qui donne :

e[ ) 0 )

On a alors
X1:AX0:>X2:AX1:A2A0:>...:>Xn:AnXo,

d’ou

X, = A"X, = PD"P~'X, = { _13 _11 } { (_(?)n 20" } { _31//22 _11//22 } { } } ’

U, B 2n+1 _ (_2)n
Up - _2n+1 +3(_2)n .
Exercice 3 (Projection et symétrie par rapport a un plan)
On considére un endomorphisme f de R? dont la matrice dans la base canonique est :

ce qui donne :

2/3 —1/3 —1/3
A=| -1/3 2/3 -1/3
~1/3 —1/3 2/3

1. A\; = 1 est valeur propre double, Ay = 0 valeur propre simple. Les sous-espaces propres sont
E)\l = ker(A — [3) = Vect(el — €3,€69 — 63), E)\Q = ker(A) = Vect(el + eg + 63).

2. Pour la matrice de passage P, on s’arrange pour avoir une base de vecteurs orthonormés :

1/vV/3 0 2//6
P=1|1/v3 -1/vV2 -1/v6 |,
1/vV3 1/vV/2 —1/V6

de sorte que son inverse est tout simplement sa transposée. Ainsi on a la décomposition :

1/vV3 0 2/V/6 00 0 1/vV3 1/V3  1/V3
A=PDP = | 1/vV3 —1/vV2 —1/6 010 0 —-1/vV2 —1/V6
1/vV3 1/vV2 —1/V6 00 1 2/vV6 —1/v/6 —1//6

3. Puisque D? = D, on a A? = PD?P' = PDP’' = A, c’est-a-dire que f est un projecteur. f
est la projection orthogonale sur Im(A) = Inv(A) = ker(A — I3) parallélement a ker(A).

4. ker(A) et Im(A) sont représentés Figure 3.

5. La construction de f(M) est donnée sur cette méme figure.
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KerA

€3

€2 Yy

€1

ImA
F1G. 3 — Points M et f(M).

6. On considére maintenant un endomorphisme g dont la matrice dans la base canonique est :
1/3  —=2/3 -2/3
B=2A-13=1| -2/3 1/3 -2/3
-2/3 —=2/3 1/3
1 est valeur propre double, —1 valeur propre simple. Les sous-espaces propres sont donnés
par :

ker(B + I3) = Vect(e; + es + e3), et ker(B — I3) = Vect(e; — e3,e3 — €3).

Ainsi B est diagonalisable dans la méme base que A.
7. En prenant A = 2D — I3 et Q = P, on a donc B = QAQ~!. Ceci pouvait se voir directement,
puisque :

B=2A—1I;=2PDP — Iy = P(2D)P' — PI;P' = P(2D — I)P".

8. On trouve B? = I, c’est-a-dire que g est la symétrie par rapport a ker(B — I3) parallélement
a ker(B + I3).

9. L’ensemble des vecteurs v invariants par g est Inv(g) = ker(B — I3) et I’ensemble des vecteurs
inversés est F' = ker(B + I3). Ils sont représentés Figure 4.

10. La construction de g(M) est donnée sur cette méme figure.

Exercice 4 (Projection et symétrie par rapport a une droite)
1. Ay = 1 est valeur propre simple, A = 2 = 0 est, valeur propre double. Les sous-espaces propres
sont :

E\, = ker(A — I3) = Vect(e; + ey +e3), E), =ker(A) = Vect(e; — e3,e5 — €3).
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€3

€2 Yy

€1

Inv(g)

o(M)

F1G. 4 — Points M et g(M).

2. On choisit comme matrice de passage

1/vV3 0 2/v/6
P=|1/V3 —-1/vV2 —1/V6 |,
1/vV3 1/vV2 —1/V6

on a donc

1/vV3 0 2/v/6 100 1/vV3 1/V3  1/V3
A=PDP = | 1/vV3 —1/vV2 —1//6 000 0 —-1/vV2 —1/V6
1/vV3 1/vV/2 —1/16 00 0 2/V6 —1/v6 —1/v6

3. A% = A, A est donc la projection sur Im(A) = Inv(A) = ker(A — I3) parallélement a ker(A).
4. a faire
5. a faire
6. A\; = 1 est valeur propre simple, A\, = —1 est valeur propre double. Les sous-espaces propres

sont les mémes qu’a la question 1).
7. 1l suffit de prendre A =2D — 1 et () = P puisque

B=2A—1I;=2PDP' — I, = P(2D)P~' — PI,P~' = P(2D — I;)P~ ",

8. B? = I3. g est donc la symétrie par rapport & £, = ker(A—I3) parallélement a E), = ker(A).
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9. L’ensemble des points invariants par g est la droite vectorielle engendrée par e; + es + e3
(le sous-espace propre E),, I'ensemble des vecteurs v tels que g(v) = —v est le sous-espace
propre E,.

Exercice 5 (Chaine de Markov)

Un petit scarabée se déplace sur un triangle, dont les sommets sont numérotés {1,2,3}. A I'instant
n, s'il est au sommet ¢, il va vers le sommet j avec la probabilité p;;, ou il se retrouve a I'instant
(n+1). Sii=j, il reste sur place. La matrice de transition P = [p;;]1<; j<3 est donnée par :

1/2 1/2 0
P=1|1/2 1/2 0
0 1/2 1/2

1. Le spectre de la matrice P est égal a

sp(P) = {0, 5,1}

d’ou la matrice diagonale :

0 0 0
P=101/2 0
0 0 1

Et comme matrice de passage on peut prendre :

1 01 1/2 —1/2 0
Q=|-101|=Q'=| -1 0 1
1 11 1/2 1/2 0

On a alors : P = QDQ™.
2. On en déduit que : P* = QD"Q 1.

3. Tl s’ensuit que lim,, ;o P" = Q(lim,, ., o, D™)Q ™!, ¢’est-a-dire :

1 0170 0o 0][1/2 =1/2 0 1/2 1/2 0
im PP=| -1 0 1|0 1/2» 0| -1 0 1]|=1]1/2 1/2 0
e 1 1 1]l0 0o 1]|]1/2 1/2 0 1/2 1/2 0

Ainsi, quel que soit le sommet d’ou le scarabée part, il se retrouve au bout d’un temps assez
long au sommet 1 ou au sommet 2, de facon équiprobable. Il n’a aucune chance d’étre au
sommet 3, car : s’il est parti du sommet 1 ou du sommet 2, il ne peut jamais aller au sommet
3; ¢'il est parti du sommet 3, il va le quitter presque siirement au bout d’'un moment (le
temps qu'il faut pour faire apparaitre Pile dans une suite de lancers d’une piéce équilibrée)
puis tourner entre les sommets 1 et 2. On dit que le sommet 3 est transitoire.

4. Les transitions du scarabée sont maintenant données par la matrice :

3/5 1/5 1/5
P=11/5 3/5 1/5
1/5 1/5 3/5
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En appliquant la méme méthode, on obtient cette fois

1/3 1/3 1/3
lim P"= | 1/3 1/3 1/3
e 1/3 1/3 1/3

Cette fois, quel que soit le sommet d’ou le scarabée part, il se retrouve au bout d’un temps
assez long en I'un des 3 sommets de fagon équiprobable. Ceci n’est pas étonnant puisque, du
point de vue des déplacements du scarabée, les trois sommets jouent des roles symétriques :
aucun n’est privilégié par rapport aux autres.

Exercice 6 (Suite de Fibonacci)
On considére la suite (uy),>o définie par ug = 0, u; = 1 et la relation de récurrence :

Vn >0 Upio = Upi1 + Up.

On veut trouver une formule donnant le terme général u,, en fonction de n. Pour cela, on construit
une suite de vecteurs (V},),>¢ définie par :

Vn >0 Vn:[ tn }

Unp+1

1. Grace a la relation de récurrence u,i o = Up41 + Uy, ON trouve : us = 1, uz = 2, donc
Vo=10,1], Vi =[1,1), Vo, = [1,2]"

2. On a la relation de récurrence d’ordre 1 : V.1 = AV,,, avec
01
A= [ 0! } |
Vn >0 V, = A"V,.
4. En posant a = (14 /5)/2 et 3 = (1 —/5)/2, la diagonalisation de A donne :

amroe =[]0 2 ][50 R |

On a donc : V,, = A"V, = PD"P~'Vj, et comme seule la premiére coordonnée wu,, de V,, nous
intéresse, rien n’oblige a faire tout le calcul matriciel. On trouve finalement :

an—p" 1 1+v5) 1—v5\
meo G ((59) - (57)
Remarques :

— A moins d’étre un deus calculus, il est prudent de vérifier qu’on ne s’est pas viandé quelque
part en regardant si la formule générale obtenue marche au moins pour les premiers termes
Up, UL et U9.

— Puisque a ~ 1.62 > 1 tandis que § ~ —0.62 €]—,1,1], on en déduit directement un

équivalent de wu,, :
1 [1++5
Up ~ — .
VB 2
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3. On en déduit que :




— « est appelé le nombre d’or, car il n’est pas trés éveillé (encore bravo...).

Exercice 7 (Récurrence d’ordre 3)
On considére la suite (uy,),>o définie par ug = 0, u; = 1, us = 2 et la relation de récurrence :

1. La relation de récurrence d’ordre 3 sur la suite scalaire (u,),>o se traduit par une relation
de récurrence d’ordre 1 sur la suite vectorielle (V/,),>0 :

Up 11 0 1 0 U,
Vn+1 = Up+2 = 0 0 1 Un+1 = AVn
Un+3 —]_/4 ]_/4 1 Up+2

On en déduit que V,, = A"Vj,. La diagonalisation de A donne :

2 2 1 -1/2 0 0 /6 —1/2 1/3
A=PDP*'=| -1 1 1 0 1/2 0 /2 172 -1
1/2 1/2 1 0 0 1 -1/3 0 4/3

On en déduit que V,, = PD"P~1V};, d’ou la formule générale de u,, :

1 1\" 1\" 8
> R Y A
Vn >0 Un =3 ( 2) 3(2) +3

Par conséquent : lim, o0 un, = 5.

2. Geénéralisation (récurrence d’ordre p) : soit (uy,),>¢ une suite dont on connait les p premiers
termes wug, Uy, ..., up—1 et obéissant a la relation de récurrence :

Vn >0 Uptp = Ap1Upip—1 T+ AG1Upg1 + AolUy.

La relation de récurrence d’ordre p sur la suite scalaire (u,),>o se traduit par une relation de
récurrence d’ordre 1 sur la suite vectorielle (V},),>0, avec Vi, = [tp, ..., Unip—1]" vecteur de
taille p. La matrice A de taille p x p dont tous les coefficients sont nuls sauf la surdiagonale
égale a 1 et la derniére ligne dont les coefficients sont ay, . .., a,_1 est appelée matrice compa-
gnon. On a alors V,,,; = AV,,, donc comme d’habitude V,, = A"V} et il suffit de diagonaliser
(si possible) la matrice A. Un calcul de déterminant en développant par rapport a la derniére
ligne de (A — AI,) montre que le polynome caractéristique de A est tout simplement :

Py(A) = N — (ap i W74 - ag A + ag).
C’est, pourquoi on 'appelle aussi polynome caractéristique associé a ’équation de récurrence :
Yn >0 Unt+p = Ap—1Untp—1 + s+ aUpgr + AUy

Exercice 8 (Exponentielle de matrice)
Soit A une matrice de taille n x n. On appelle exponentielle de la matrice A et on note exp A la

matrice de taille n x n définie par :
“+o00

exp A = Z %
n=0 ’

A tout hasard, on rappelle que pour tout réel z, on a : expzr =3 12 &

n=0 n! "
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1. On considére tout d’abord la matrice A définie par
01
A= { 0! ] .
2. La matrice A se diagonalise sans probléme :

e e R

3. On a alors

D" _ { (—=1)"/n! 0 ] .

n! 0 1/n!
On a alors :
+oo n +o00
D (=1 /n! 0
_ E _ n=0
exp D= — n! —{ 0 :i%l/n!]'

donc on voit que ’exponentielle de la matrice diagonale D est trés simple, c’est la matrice
diagonale dont les coefficients sont les exponentielles des coefficients de D :

-1
eXpD:[eO 01}

(&

4. On en déduit que

DnP 1 +o0 Dn B B
exp A = Z = (Z . ) P! = P(expD)P !,

n=0

c’est-a-dire :
A chl shl
EPA= 1 an1 chl

5. La matrice — A est diagonalisable dans la méme base que A, les valeurs propres étant opposées
a celles de A. Ainsi

_A:P(—D)Plzu _11} {(1) _01][_11//22 %g]

Par le méme raisonnement, on obtient :

chl —shl
exp(—A) = [ —sh1l chl ]

6. On vérifie que (exp A)~! = exp(—A). Ainsi tout se passe comme pour les nombres : e™% =

1/e*.
7. Le raisonnement fait ci-dessus se généralise sans probléme : si A = PDP™! on a exp A =
P(exp D)P~1, avec exp D matrice diagonale, de diagonale e’ ... et
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8. De méme exp(—A) = Pexp(—D)P~!, avec exp(—D) matrice diagonale :

e 0 ... 0
exp(—D) = O () = (exp D).
0 0 e

Donc :
exp Aexp(—A) = Pexp DP 'Pexp(—D)P™' = Pexp Dexp(—-D)P ' = PP™' = I,

et la matrice exp A est bien inversible, d’inverse exp(—A).

9. Rappelons que la trace d’'une matrice est invariante par changement de base, donc si A est
diagonalisable, de valeurs propres A{,...,\,, on a clairement :

TrA:)\1+---+)\n:Z)\,~.
=1

Mais alors d’apreés ce qu’on vient de voir, la matrice exp A est aussi diagonalisable, de valeurs
propres exp A, ..., exp A\,, et comme le déterminant est lui aussi invariant pas changement
de base, on a :

det(exp A) =expA; X -+ X exp A, = exp(A; + -+ \,) = exp(TrA).

10. La matrice A définie par

o O O

1
0
0

O = O
—_— O O

A—
00 0O

n’est pas diagonalisable, car sa seule valeur propre est 0, donc si on avait A = PDP~!, D
serait nulle, donc APOP~! aussi, ce qui n’est pas le cas.

11. On a
0010 0001
> 10001 3 | 0000
A% = 0000 A= 000 0}
0000 0000

et pour tout n >4, A" = 0. A est ce qu’on appelle une matrice nilpotente. On déduit de la
formule de définition de I'exponentielle d’'une matrice :

11 1/2 1/6
{01 1 1/2
*xpA=100 1 1
00 O 1
12. On considére la matrice A définie par :
111
A=|1 11
111
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A peu de choses pres, la diaginalisation de A a été faite dans ’exercice “Projection et symétrie
par rapport a une droite”. Pour calculer 'exponentielle de A, on peut donc appliquer la
technique de diagonalisation.

13. On a A? = 3A, A% = 32A, et de fagon générale A" = 3""1A pour tout n > 1 (récurrence).
En appliquant la formule de définition de I’exponentielle de matrice, on obtient donc :

—+o0 n—1 —+o0 n 3
3 3 A e’ —1
expA =13+ n!A:[3+<E _n!>_3:[3+ 3 A.

n=1 n=1
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TD 4 : Produit scalaire

Exercice 1 (Distance euclidienne)
1. Considérons 'espace R? muni de la base canonique. Soit z et y deux vecteurs de R? de
coordonnées (z1,x2) et (y1,y2). La norme euclidienne de z et y est :

2]l = /2t + 23, |yl = /v +y3

et la distance euclidienne entre les vecteurs x et y vaut :

d(z,y) = V(21 — y1)> + (22 — 2)?

d’aprés Pythagore (voir Figure 5).

\

F1c. 5 — Norme dans R2.

2. Placons nous maintenant dans R? muni d’une base B’ = (€}, €}) définie par €} = leq, €} est
de longueur ¢, et ’angle entre €] et €}, vaut v (voir Figure 6).
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€2 A

\
o Y

F1G. 6 — Distance euclidienne et changement de base.

La matrice de passage de can a B est :

P = Myean(id) = (61 0y cos a)

0 /lysina

Si on note (x1,23) et (y1,y2) les coordonnées de deux vecteurs z et y dans B, alors les
coordonnées de x — y dans la base canonique sont :

Uy lycosar) (x1—wy1\ _ [(x1—y1)l + (22 — y2)lacosa
0 lysina) \xo—1ys) (xg — y2)lasin ’

La distance euclidienne entre x et y est donc :

d(z,y) = \/@1 —y1)20} + (22 — y2)203 + 2(x1 — y1) (22 — y2)l1 {2 cOS . (2)

Exercice 2 (Distances classiques)
On note D, I'en semble des points situés a distance 1 de l'origine pour la distance ds :

Dy = {z = (21,22) € R* : da(z,0) = 1} .
On a
do(z,0) = 1 <= 2% + 25 = 1,

D, est donc le cercle de centre O et de rayon 1.

De méme
Dy = {z = (21,22) € R? : dy(2,0) = 1}.

Si x1 et x5 sont positifs,
dl(ZL‘,O) =l =1 — X,

on déduit que D; est le carré ayant pour sommets les points (1,0); (0,1); (—1,0); (0, —1).

MASS 2-Algébre 2 Laurent Rouviére - TD }



Doo = {z = (21,22) € R* : doo(2,0) = 1} .

Si x1 et xo sont positifs,
B Ty =1letxy <1
doo($’,0)—]. {l‘gzleth‘lSl

Do est donc le carré ayant pour sommets les points (1,1); (1,—1);(—=1,—=1); (=1, 1).

F1G. 7 — Représentation des ensembles de points situés a distance 1 de I'origine pour d, ds et d..

Exercice 3 (Produit scalaire et orthogonalité)
Soit x et y deux vecteurs tels que z1y; + x2y2 = 0. On a :

d(z,y)* = (v = y1)* + (22 — y2)” = 2{ + 23 + 4 +y3 = d(2,0)* + d(y, 0)?,
d’aprés Pythagore, z et y sont orthogonaux.

Exercice 4

q(u+v) = p(u+v,u+v) = (u,u) + p(v,v) + 2p(u, v),
d’ou le résultat.

Exercice 5
1. Cauchy-schwarz : L’inégalité est évidente pour z = 0. Supposons x # 0. Pour tout réel \
on a :
0<|ly+Ae||? =<y + Ao,y + Az >=||y||* +2) <y, 2 > +2?||z| |~

Le trindbme en \ est positif ou nul pour toutes les valeurs de ), il a donc au plus une seule
racine réelle. Son discriminant est par conséquent négatif ou nul. Donc

4 <y, > 42| lyl* < 0,
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d’ou le résultat.
2. Minkowski :

|z +yl* =ll2* +2 < 2,y > +||y[|*
<<mar>42<zy>|+<yy>
<[J|* + 2l =[] [ly]] + lyl* = ([l=]] + [ly])*.

3. Il y a égalité si et seulement si z et y sont colinéaires. Notons g’ la projection orthogonale

< >
de y sur z. Il suffit de montrer que ¢y’ = y. On a vu que 3’ = Lx, donc :
<zr>
e <y, r> <y, T > s <y,x>°
— =<y—-——2,Yy — ———— >= ———=0.
ly =4Il ) [yl B

Par conséquent y — ¢y’ = 0 et y est colinéaire a x.

Exercice 6 (To be or not to be...)
1. Les applications ¢ sont clairement bilinéaires symétriques. On utilise la méthode de Gauss
pour vérifier si elles sont définies positives.

(a) q1(u) = u? + 3u3 + us est définie positive;
(b) ¢2(v)
(¢) qz(u) = u? + 2u3 + 4u? est définie positive;
(d) qa(w)

q2(u) = u? 4 3u3 — u3 n’est pas définie positive;

qs(u) = u? + 2uquy + 2uguy + ul + 4u§. On a
qs(u) = (ug + 2u2)2 — 4u§ + ug + 4u§ = (uy + 2u2)2 — 3u§ + 4u§

donc ¢4 n’est pas définie positive ;
(e) On a

qs(u) =3u? + 14u3 + 8u§ + 6uquy — 3ujug — dusus + 6ust; — 3usuy — 4usis
:3uf + 14u§ + 8u§ + 12uque — 6uquz — Sugus
=3(u? + duyuy — 2uyus) + 14u3 + Sui — Suyus
3(uy + 2uy — uz)?® — 12u3 — 3u3 + 12upus  + 14u3 + Sui — Suyus
3(uy + 2uy — uz)® + 2uj + 5uj + dugus
3(uy + 2uy — usz)? + 2(ug + uz)® — 2us + 5uj
=3(u1 + 2uy — uz)® + 2(ug + uz)* + 3u3.

qs est donc définie positive.
2. On ne donne les matrice que pour les applications 1, 3 et 5 qui sont des produits scalaires :

10 0 1 00 1 20
Mi=10 3 0], My=\{02 0), Ms=1|2 10
00 -1 0 0 4 0 0 4

Les matrices M; et M; sont diagonales. Pour Ms, on considére B la base de R? telle que les
coordonnées ug = (u}, ul, uy) de v dans B vérifient

), 12 -1\ [u
U/2 = 01 1 U2 - Mcan,B(id)ucam
" 00 1/ \u
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avec
-1

1

1
Mcan,B(id) =10
0 1

S =N

On a par construction
gs(u) = 3u? + 2ul + 3uf.

La matrice de ¢5 par rapport a B est donc

/300
M=10 2 0
0 0 3
Pour déterminer la base B, on inverse Mc,, g(id)
12 -1\"' /1 -2 3
01 1 =10 1 -1
0 0 1 0 0 1

B est donc formée par mes vecteurs (ej, —2e; + e5,3e; — €3 +e3). On a

M = (Mg can(id))’ M (Mp.can(id).

Exercice 7
Soit u une vecteur de R3 de coordonnées (x,y, z) dans la base canonique.

1. ¢ est clairement bilinéaire symétrique. Il faut étudier les valeurs de a pour lesquelles ¢ est
définie positive. On obtient par la méthode de Gauss :

q(u) = (z — 2y — 32)? +2(y — 32)* + (a — 27)2°.
¢

est un produit scalaire si et seulement si a > 27.
2. 1l suffit de calculer ¢(e;, e;) pour i,j = 1,2,3. On obtient

1 -2 -3
M=|-2 6 0
-3 0 a

(a) Soit u de coordonnées (x,y, z) dans can. On pose

X r—2y—3z 1 -2 -3 x
Y| = y—3z =0 1 =3 Y
A z 0 0 1 z

(X,Y, Z) sont les coordonnées de u dans la base B telle que

1 -2 -3
Meang(id)=({0 1 =3
0 0 1
On a de plus
q(u) = X* +2Y* + 72
et donc

d(u,v) = XX +2YY' + 27,
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(b) Par conséquent,

1
M=10
0

S NN O
_ o O

(c) Les vecteurs de la base B exprimés dans la base canonique sont les colonnes de la matrice
Mp can(id). On note ug (resp ucan) les coordonnées de uw dans B (resp can). On a

1 -2 -3
ug= 10 1 =3 Ucan = Mcan,8<id>ucan-
0 O 1
On a donc .
1 -2 -3 1 29
Mpean(id)=({0 1 -3 =101 3
0 O 1 0 01
d’on
fi=e
fa = 2e; + ey

J3=9e1 +3ez + €3
On a trouvé une base dans la quelle la matrice du produit scalaire ¢ est diagonale.
(d) On a la relation

M = (Mg can(id))’ M Mg can(id).

Remarque : La matrice M., g(id) étant triangulaire, il est plus simple d’inverser le systéme

e1 = fi
es = —=2f1+ fo
e3=—=3fi+ fa+ [3

pour trouver B (plutot que de calculer l'inverse de M., 5(id)).
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Licence MASS 2 2009-2010

TD 5 : Orthogonalité

Exercice 1
1. On a

1
1 1 1]#0,
1 0 -2

donc (vy,v9, v3) forme une base de R®. On vérifie facilement que < v;,v; >= 0 pour i # j, la
base est donc orthogonale.

2. Il suffit de vérifier que

[ur]] = [Juzl] = [Jus|| = 1.
On a par exemple pour uq,
(% (% 1 ”U1”2
||U1|| = 7 >= < V1,V >= =1.
[oa]l” [Joa] [od* o1 ]|

3. Soit P la matrice de passage de la base canonique & la base B = (uq, ug, us),

P = MB,can<id> =

Sselels
© efrls
fsel

On obtient les coordonnées X; de x; dans B en faisant

V3 V2 V6
N T T2 o 3 V3
Xi=P ' Xi=PXi= |2 =2 g | 1) =|-2V2
V3 5
De méme on trouve
V3 V3 0 V3 _ V3
3 - 3 - ~ 3 ~ 3
Xo=| V2 [ Xs= _\/75 , X4 = 5? 15 = —\f , Xo g
96 736 _ V6 V6 56
6 6 2 6 G

Exercice 2
Construisons B = (ey, e, e3) une base orthonormée de F' = Vect(f1, f2). on a d’aprés Gram-Schmidt

< f2761 >

e = et ey, = —
1= f 2= fo T~

fi.
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On calcule

<f2,€1 >=2, < ey, e >=3,
et on obtient
1 1 1
2 1
er=1 2 | — 3 1]l == 4
—1 1 )

Exercice 3
On construit (f, fo, f3) une base de F = Vect(ey, e9, e3) a 'aide de Gram-Schmidt. On a f; = ey,

< eg, f1 > -1

25 J1

=y — — = 2

f2 2 <f1,f1>f1 5

et
f—e—<€3’f1> —<€3’f2>f— _01
’ ’ <f17f1>1 <f27f2>2 1

Exercice 4
1. On a

< f(u),v >= (AUYV = U'(A'V) = U'(AV) =< u, f(v) > .

2. Soit A et u deux valeurs propres distinctes de A et u et v deux vecteurs propres associés a A
et p. Alors

A< u,v>=< A, v >=< f(u),v >=<u, f(v) >=< u,pv >=p < u,v >.
On déduit < u,v >= 0.

Exercice 5
Comme E = F@ F*, u s’écrit de maniére unique v = up +upL avec up € F et upr € F+. Comme
wl F,up =0, de méme v L F* donc upr = 0 ce qui implique v = 0. On déduit

FnF*-={0}.
Exercice 6

n n n n n
2 2
full® =< wu>= (D e, Y e ) =Y ;Y oy <ee;>=Y af
i=1 =1

i=1 i=1 =1

Exercice 7
On construit une base orthonormée de F' :
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On compléte cette base en une base de R?® (e = (0,0,1)’). On construit une base orthogonale B
par Gram-Schmidt
1 1 -3
€1 = 1 , 69 = 4 ,€63 = 2
1 -5 1

On a par construction F' = Vect(ey, e5) et '+ = Vect(e3), d’ott en notant p la projection orthogonale
sur F

100
D = MB,B(p) = O 1 0
0 00
On déduit A = Mcan can(p) par un changement de base. On note
1 1 =3
P = MB,can =(1 4 2 ;
1 =5 1
on a
1 5 6 3
Mean,can(p) = PDP ™" = 7|6 10 =2
3 =2 13
Si on note p’ la projection orthogonale sur F*, alors
000
G = MB,B(p/) = 00 0
0 01
et
1 9 —6 -3
Mcan,can<pl> - PGPil = ﬁ —6 4 2
-3 2 1

Exercice 8
Soit B = (e1, e, €3) la base orthogonale de R? formée par les vecteurs

1 0 1
er=|1],ea=11 |,es=10
1 —1 —1

1 00
D = MB,B(p) = O 0 0
000
Soit P la matrice de passage de la base canonique a B, il vient

L1
H1=PDP—1=§ 111
111
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De méme si p, désigne la projection orthogonale sur le complément de Vect(e;), alors

000
G = MBJ;(pJ_) =101 0
0 01
et
1 2 -1 -1
II,, = PGP = 3 -1 2 -1
-1 -1 2

Soit F' = Vect(e;), comme R® = F @ F*, u s’écrit de maniére unique v = up + upL avec up € F

et upr € F+. On a

Mu=up, et I u=ups.

Exercice 9
Explicitons les notations de I’énoncé :

X1 X, X! X,
Xi=1:1,..,X,=| : et X =(Xy,...,X,) =] : :
Xp Xr XpoXr
Soit pr(Y) la projection de Y sur ' = Vect(X}, ..., X,). Par construction
et Y —pp(Y) est orthogonal a tous les vecteurs de F' donc Voo = (aq, ..., ) on a

<aXi+...+0X,,Y —pp(Y) >=0<=

Notons (Y3,...,Y,) les coordonnées de Y — pp(Y), on peut donc écrire
i i

(X1 X[ =000 (X X |
Y, Y,

ou encore matriciellement

< Xp,Y —pF(Y> >=0

< Xl,Y —pF(Y) >=0

XY -Pr(Y)=0+= XY - XB3)=0+= XY = X'Xf < = (X'X)'XY.
Comme Pr(Y) = X3 on déduit que la matrice de projection sur F est X (X'X)~1X".

Exercice 10

1 <= 2: Soit t un vecteur de F, on a u—t = u—7p(u) + 7r(u) —t. Par définition v —7p(u) € F*,

donc u — wp(u) L mp(u) — t. En appliquant Pythagore on obtient :
lu =1 = llu = 7p(u)|* + [l (u) — ¢,

par conséquent ||u —v|| < |lu—¢.

1 <= 3:v=mp(u) siet seulement si v € F et u—v € F+. On a donc d’aprés Pythagore

lw = v]l* + [loll* = [lul®
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Exercice 11
1. On obtient :

<P,Q>=12, |P|=+v<PP>=V153, ||Q|=+/<Q,Q>=V2.

d(P,Q)=|P-Q|=v<P-Q—-P-Q>=|P|>+Q* -2<P.Q>
=153+ 2 — 24 = v/131.

2. < .,.> est clairement bilinéaire symétrique. On note ¢ la forme quadratique associée :

q(P) = P(tg)* + ...+ P(t,)?%

q est donc positive. Il reste & montrer qu’elle est définie. Soit P tel que ¢(P) = 0. On a donc
P(ty) = P(t;) = ... = P(t,) = 0. P est de degrés n qui s’annulle en n + 1 points distincts,
P est donc le polynome nul.

3. (a) On a maintenant
< P,Q>= P(=2)Q(=2) + P(=1)Q(=1) + P(0)Q(0) + P(1)Q(1) + P(2)Q(2).

Construisons a 'aide de Gram-Schmidt une base orthogonale B = (R (X), Ra(X), R3(X))
de Py[X]. On pose Ry(X) = 1. Daprés Gram-Schmidt

< P, Ry, >
[ By |2
P(X)=X,< Py, Ry >=< X,1>= 2+ -14+0+1+2=0,
les polynomes 1 et X sont orthogonaux donc Ry(X) = X. De méme

<P37R1>R <P3,R2>
—
[ R [[? || Re|[?

RQIPQ— Rl.

R3:P3— RQ.

On calcule
< P3, R >=< X2 1>=10, |Ri|*=05,

de méme
< Py, Ry >=< X2 X >=0,
d’ott R3(X) = X2 —2. B=(1,X, X? — 2) est une base orthonormée de P,[X].

(b) Les coordonnées de 1, X, X? dans B sont les colonnes de la matrice :

-2
0

1
P = Mg can(id) = | 0
00 1

S = O

(¢) La meilleure approximation de P(X) par un élément de Py[X] est le polynome T'(X)
de Py[X] qui minimise D(P,U) pour U € P,[X]. T est donc le projeté orthogonal de
P sur P,[X]. A l'aide de Gram-Schmidt, on compléte B en une base orthogonale de
P,[X]. On orthogonalise la base {R;, Ry, R3, X3, X1} :
X311 < X3 X > < X3 X?2-2> 17

Ry=X3-2 — X?-2)=X%- —X.
‘ 1,1 <X, X > <X2—2,X2—2>( ) 5
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De méme aprés calcul, on trouve

1
fﬁzzgg@5X4—15aX2+72y

On note II la projection orthogonale sur Py[X] et B’ la base (Ry, Ra, R3,5R4,35R5), on

a
10000
01000
MB’,B’(W) = 00100
00 00O
00 00O

Soit 7' la matrice de passage de la base canonique a B :

10 -2 0 72
01 0 —17 0

T=Mpen(id)=]00 1 0 —155
00 0 5 0
00 0 0 35

On déduit
Mcan,can<H> = PMB/,B/<H)P71

et la projection orthogonale de P sur Py[X] est

5 422/70
0 0
422 31
MeaneanI) | 0 | = -31/14 | = == - =X~
0 0 70 14
—0.5 0
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Licence MASS 2 2009-2010

TD 6 : Transformations orthogonales et matrices symétriques

Exercice 1
1. La matrice de ¢ par rapport a la base canonique est :

9 4
Mcan—(4 24)

plu,v) = (1 2) (Z 244) <_42) = 174.

Soit u de coordonnées (z,y)" dans la base canonique.

4 \* 200

Soit B la base telle que
. 1 4/9
Mean g(id) = (O { ) )

D’apreés la décomposition de Gauss la matrice de ¢ par rapport a B est :

9 0
Ms = (0 200/9)'

Les coordonnées de u et v dans B sont :
1 4/9 A 1 17 1 4/9 -2\ 1 -2
0 1 2/ 9\18)" 0 1 4 ) 9\36)/)"

o(u,v) = 81—1 (17 18) ((9) 208/9> <;62> = 174.

Mean est une matrice symétrique, elle est donc orthogonalement digonalisable.

On déduit

Les valeurs propres de Mc,, sont \; = 8 et Ay = 25. Les sous-espaces propres sont :

—4 1 —4 1 1
E,, = Vect = Vect—— , FE\, =Vect——= )
» ( 1 ) V1T ( 1 ) » V1T (4)

Dans B’ la base formée par les vecteurs

w0 )

la matrice du produit scalaire par rapport a B’ est

o =)
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(c) Soit P la matrice de passage de la base canonique a B,

L [—4 1
P = MB,can(ld)\/—1—7 ( 1 4) .

P est une matrice orthogonale donc P~! = P’ = P (car P est symétrique). Les coor-
données de u et v dans B3’ sont

P(o) - () P (7)o ()
p(u,v) = 1—17 (-2 9) (g 205) Gi) = 174.
Exercice 2

On note X7 = (1,1,1) et Xy = (1,2,—1)". On a donc X = (X, X3). La projection ortogonale
d'un vecteur u = (uy,us,us) s’écrit comme une combinaison linéaire de X; et Xy : pp(u) =
a1 X1 + ap Xy = Xa avec o = (aq, az)’. On a par définition de la projection orthogonale :

< X1,u—pp(u) >=0, < Xo,u—pp(u) >=0,
ce qui se réécrit matriciellement X'(u — pp(u)) = 0, d’ou
X'(u—Xa)=0+=a=(X'X)"'X"u

On a donc pr(u) = Xa = X(X'X) ' X'u. La matrice de projection orthogonale sur F est donc :

5 6 3
1
X(X’X)*lX':ﬁ 6 10 —2

3 -2 13

Exercice 3
1. Les valeurs propres de A sont A\; = 100, Ay = 25. Les espaces propres sont

E), = Vect (g;g) , B\, = Vect (_4?}/55) :

1/4 -3
r=i(a 7)

o (100 O
D—PAP&VQCD—(O 25).

On pose

on a

2. Les valeurs propres sont A\; = 1, Ao = 1 — /2, A3 = 1 + v/2. Les esapaces propres sont :

. 1 ~1/2 1/2
=—Vect| 0 |, Eyn=|1/V2], Eyn=1[1/V2

B,
V2 1 C1)2 1/2

Soit P la matrice formée par les vecteurs propres, on a

1 0 0
D=PBPavecD=[0 1—+2 0
0 0 1++2
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3. Les valeurs propres sont \; = 5, Ay = 2 (d’ordre 2). Les espaces propres sont :
1 1 -1 —1
E,, =—Vect|1]|,E\,,=Vect| 1 |,| O

V3 1 0 1

A Taide de Gram-Schmidt, on orthogonalise la base des vecteurs propres :

1 —1 —1
fi=(1), fo=|1].=]-1
1 0 2
On pose
1/vV3 —1/vV2 —1/1/6
P=(1/v3 1/vV2 -1/V6],
1/vV3 0 2/v/6
on a alors

D = P'CP avec D =

S O Ot
o o O
N OO

Exercice 4
1. Le discriminant du polynome caractéristique vaut : (a — d)? + 40> > 0, A admet donc deux
valeurs propres réelles (éventuellement égales).

2. A est orthogonalement diagonalisable, il existe dont P une matrice orthogonale telle que
A= PDP' avec
(M O
p=(3 2)

On a donc tr(A) = Tr(D) et det(A) = det(D) d’ott a +d = A; + Ay et det(A) = A Aa.

3. Il suffit de montrer que les valeurs propres sont strictement positives. Comme det(A) > 0,
on a MAs > 0 et ad — b* > 0. On déduit ad > b et donc d > 0. On a donc

)\1)\2>O
a>0etd>0
a+d:)\1+)\2

Y

d’ott Ay > 0 et Ay > 0. Q est donc définie positive.

Exercice 5

V est orthogonalement diagonalisable et les valeurs propres de V' sont strictement positives. Soit D
la matrice diagonale dont les éléments de la diagonales sont les racines carrées des valeurs propres.
Il existe donc une matrice orthogonale P telle que :

V = PDY2DY2p' = ppY2pi?'p = 58

avec S = PDY?2,
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Exercice 6
1. La matrice associée a la forme quadratique @) est :

1 2 3
A=12 2 2
3 21
2. Les valeurs propres de A sont A\; = 6, Ay = 0 et A3 = —2. Les espaces propres sont :
1 1 1 1 1 1
Ey, =Vect— (1], E,,=Vect—=|-2|, E\,=Vect—| 0

Va4 Ve \ Vil

Soit P la matrice orthogonale formée des vecteurs propres définis ci dessus et

6 0 0
D=10 0 0
00 =2

ona A= PDP.

3. Soit B la base orthonormée formée par les vecteurs colonnes de P. Soit U, = (u1, ug, ug)’
et Ug = (1, Uo, U3) les coordonnées d’un vecteur u dans la base canonique et dans la base

B. On a
Q(u) =UL,,AUcsn = UL, PDP'Ucan = (P'Ucan)' D P'Ucan = (P 'Ucan) D P 'Ucan
=ULDUp = 61 — 213.
Exercice 7

1. Voir exercice 11 du TD 5.

2. La meilleure approximation de P est la projection orthogonale de P sur P,. Orthogonalisons
la base can = (1, X, X2, X3) a l'aide du procédé de Gram-Schmidt.
— On pose Ry (X) =1;
— On calcule Rs :

<1,X > 1
R(X)=X—-——"""1=X—-.
|[1]]? 2
— On calcule R3 :
<L, X?> <X -1/2,X?> 1
Ry(X) =X? - — — ’ — =
LX) I X-1oE &7
3 1
:X2—§—(X—§):X2—X—1.
— On calcule Ry :
<L,X3P> <X -1/2,X3> 1
Ry(X)=X3 - 2 — ’ — =
) I X-1oE &2
<X?2—-X-1X3>
— ’ XX -1
eox o1 )
8 14 1. 6
=Xl - —(X—2)——(X*—-X -1
2 5< 5) 1 )
3 13 9
=X3 - ZX? - X+ .
2 10 T
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B = (Ry, Ry, R3, Ry) est par construction une base orthogonale de P3[X] telle que
— (Ry, Ry, R3) est une base orthogonale de Py[X];

— Ry est une base de Py[X]*+.

Par conséquent si on note 7 la projection orthogonale sur P;[X], on a :

1 00
0 1
0 0
0 0

Ainsi, en notant P la matrice de passage can a B :

1 —-1/2 =1 9/10

0 1 —1 —13/10
0o 0 1 =32 |
0 0 0 1

A = M&B(pi) =

o = O
o O OO

T = MB,can(id) =

on a
10 0 —9/10
- N 4 [0 1 0 13/10
B = Meancan(m) =TAT "= 1o o 1 15/19
000 0
Ainsi les coordonnées de 7(P) dans base canoique sont :
1 0 0 —9/10 5 5.45
0 1 0 13/10 0 | —0.65
0 0 1 15/10 0 | =0.75
00 0 0 —1/2 0

La meilleur approximation de P par des polynomes de Po[X] est donc
—0.75X% — 0.65.X + 5.45.
Q) € P,|X], par conséquent la projection orthogonale de @ sur Po[X] est donc égale & Q.

Exercice 8

Exercice 9
U est une matrice orthogonale, donc U'U = I, d’ou

det(U'U) = (det(U)?) = det(I) = 1 = det(U) = 1 ou det(U) = —1.
Exercice 10
Comme E = F @ F*, on peut construire B = (ey, €2, €3, €4) une base orthonormée de R* telle que :
— (e1,e3) est une base de F';
— (es, e4) est une base de F'*.
La matrice de la projection orthogonale par rapport & B est donc

1000
0100
0000
0000

Par conséquent 0 et 1 sont valeurs propres d’ordre 2.
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Exercice 11
1. A est une matrice symétrique, elle est donc orthogonalement diagonalisable.

2. Sim =2, A n’est pas inversible.

3. Les valeurs propres sont :A\; = m+4, \y = m —2 (d’ordre 2). On trouve comme sous-espace

propres
1 —1 -1
Ey, =Vect | 1], Ey=Vect| 1 |,| O
1 0 1
4. Sim = —4, A est de rang 2, si m = 2 A est de rang 1, sinon A est de plein rang.
5. On pose
1 -1 -1 m+4 0 0
P=[(1 1 0 et D= 0 m— 2 0 ,
1 0 1 0 0 m— 2

on a alors A = PDP~! dou A~' = PDP~! avec

L[ 11
Pl==1-1 2 -1
3\ o1 -1 o
On obtient
1 111 1 2 -1 -1
At=—" |1 1 1]4+—m1-1 2 -1
3(m+4) 111 3(m —2) 1 1 9

Exercice 12
1. La symétrie est évidente. La bilinéarité est une conséquence de la linéarité de l'intégrale.
< .,.> est positive car

1
< P, P>= / P2(t)dt > 0.
0
Soit P telle que < P, P >= 0. Alors
1
/ P2(t)dt =0 = P(t) = 0Vt € [0,1].
0
P est un polynome de degrés n qui s’annulle en tous points de [0, 1], P est donc le polynome

nul.

2. On calcule

1 1 1 1 1
<PQ >:/ tdt = —, ||P||2:/ t2dt = =, ||Q||2:/ 1dt =1,
0 2 0 3 0

W =

1
#(P.Q) = IP=QIF = [ (=12~
3. On obtient par Gram-Schmidt la base orthogonale (R;(X), Ro(X), R3(X)) avec :

1 1
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4. Les coordonnées de 1, X et X? dans (Ry(X), Re(X), R3(X)) sont les colonnes de la matrice

1 1/2 1/3

0 1 1

0 O 1

5. A T'aide de Gram-Schmidt, on compléte la base (R;(X), R2(X), R3(X)) en une base ortho-
gonale de P3[X]. On trouve

3 3 1
X)=X}-"X?’+>X - —.
Ra(X) 2 T T

La meilleure approximation de X par des polynomes de Py[X] est la projection orthogonale
IT de X3 sur P,[X|. Lamatrice de IT par rapport a labase B = (R (X), Ry(X), R3(X), Ry(X))

est
1000
0100
Mss(D =104 ¢ 1 0
0000

La matrice de passage de la base canoniqe & B est

1 —1/2 1/6 1/20
. 0 1 -1 3/
P=Mpand) =10 o —?{/2 ’
0 0 0 1

La matrice de II par rapport a la base canonique est donc :

1 0 0 —0.05

B 1|01 0 -06
Mcan,can(H) = PMB,B(H)P 1o 0 1 1.5
000 0

Les coordonnées de TI(X?3) dans la base canonique sont donc :

1 0 0 —0.05 0 —0.05

010 —06|[o] [ —-06

001 15 0] 1.5

000 0 1 0
Par conséquent I1(X?) = gXZ - gX — 2—10
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